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Versuch A 1: Bestimmung der Erdbeschleunigung mit dem
Faden- und Reversionspendel

1. Literatur: Bergmann-Schaefer, Lehrbuch der Experimentalphysik,
Bd. I: Mechanik
Gerthsen-Kneser-Vogel, Physik
Pohl, Einfihrung in die Physik, 1. Bd.: Mechanik
lIberg, Geschke (Hrsg.), Physikalisches Praktikum

Stichworte: Pendelbewegung; harmonische Schwingung; mathemati-
sches und physikalisches Schwerependel, Reversionspendel,
Tragheitsmoment, Steinerscher Satz, reduzierte Pendellange

2. Grundlagen
2.1 Mathematisches Schwerependel

Wirkt auf einen beweglichen Kérper, der aus seiner Ruhelage ausgelenkt wurde,
eineder Auslenkung entgegen gerichtete und zu ihr proportionale Kraft, fihrt er
eineharmonische Schwingungn seine Ruhelage aus.

Ein einfaches Beispiel hierfiir ist das mathematische Schwerependel (Abb. 1a).
DiesesFadenpendel ist idealisiert, d.h. seine Masse m wird als punktférmig, der
Faden mit Lange | als dehnungsfrei und masselos und dartber hinaus die
Aufhédngung und Bewegung des Pendels als reibungsfrei angenommen.

Istdie Bogenlange x =g bzw. der Winkelp die Auslenkung der Masse m, wirkt
aufgrund der Schwerkraft £ die Kraft F, = - m g sing in Richtung der
AuslenkungFur gentigend kleine Winkelist sing = ¢; F, = -mge , so dass
dann die vereinfachte Bewegungsgleichung des Pendels lautet:

mlg + mge =0 bzw. ('['J+g(p:0 (1)

Die allg. Lésung dieser Differentialgleichung fir den zeitabh&ngigen
Auslenkungswinkelp(t) lautet:

¢(t) = gpsin(ot + o) 2)

¢, ist der maximale Auslenkungswinkel der Schwingung, 2rf = 2r/T die
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Abb. 1: a) mathematisches, b) physikalisches Schwerependel

Kreisfrequenzf die Frequenz, T die Schwingungsdauer umih Phasenwinkel.

¢, und a sind durch die Anfangsbedingungen der Schwingp(@ und ¢(0)
festgelegtEinsetzen von Gl. (2) in GI.(1) ergibt fiir die Schwingungsdauer T bzw.
die Erdbeschleunigung g:

2
T = 27t\lI bzw. g- An| 3)
g T?

Aus der Schwingungsdauer T uddr Lange | eines Fadenpendels lasst sich also
unter hinreichend idealen Bedingungen die Erdbeschleunigung g bestimmen.

2.2 Physikalisches Pendel

Abb. 1b skizziert ein physikalisches Pendel, dessen Masse m in dem durch die
Umrandungsliniggekennzeichneten Volumen verteilt sei. Wird das Pendel um die
Achse A mit dem Winkelg ausgelenkt, bewirkt die im Abstand s von A im
Schwerpunkt S wirkende Schwerkraft, Ein ricktreibendes Drehmoment

M =-m g s sinp. Die resultierende Bewegung des Pendels ist nicht von seiner
Massem sondern von seinem Tragheitsmomenbeziglich der Drehachse A
abhéangig (s. Versuch A8: Tragheitsmomente).

Fir kleine Winkelp ist M = - m g s und die Bewegungsgleichung des Pendels
lautet analog zu Gl. (1):



IA('[')+mgS(p:O bzw. ¢ + ¢ =0 4)

Entsprechend GIn. (1) u. (3) ist die Schwingungsdauer des physikalischen Pendels

| | |
T=2n A -2n L mit [ = A (5)
\ mgs \Jg ms

Die Lange | wird reduzierte Pendellanggenannt. GIl. (5) bedeutet: Ein
physikalischesschwerependel mit der reduzierten Pendelldnigatidie gleiche
Schwingungsdauerie ein mathematisches Schwerependel der Lange Diel
Kenntnisder reduzierten Pendellange eines physikalischen Pendels bietet damit
die Moglichkeit, die Erdbeschleunigung unter realen Bedingungen zu bestimmen.

Mit dem Satz vorSteiner (s. Versuch A8) lasst sich das Tragheitsmoretats|
Pendelsund damit die reduzierte Pendellangdurch sein Tragheitsmoment |
beziglich des Schwerpunkts ausdriicken:

=lg+ ms? —= +s (6)

S

Betrachtetwird zunachst ein Fadenpendel als physikalisches Schwerependel,das
auseiner Kugel mit Radius R und Massg sowie einem Faden mit Masseund
derLange | » R besteht. (Die Pendellange |=H R wird vom Aufhédngepunkt bis
zumKugelmittelpunkt gerechnet). Die Bewegungsgleichung dieses Pendels lautet
fur kleine Auslenkungen:

. 1 )
IA(P+(mK+Em|:)g|(P’O (7)
die reduzierte Pendelldnge:

_ I

b= (8)

1
(my + EmF) I

Das Tragheitsmomeiht des Pendels ist die Summe der Tragheitsmomguiir |
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Kugel und } des Fadens bez. der Achse A:

(9)

Einsetzenin Gl. (8), Vernachlassigung von Produkten kleiner GroRef(R
me/my) und Vergleich mit GI. (3) fiihrt zu

| :|(1+ZR_27£E)
f 512 6m
(10)

Es sind jeweils der zweite umtlitte Term in der Klammer von GlI. (10), d.h. die
raumliche Ausdehnung der Pendelmasse, welche das unterschiedliche
Schwingungsverhaltemon mathematischem und physikalischem Fadenpendel
beschreibt.

2.3 Reversionspendel

Wird ein physikalisches Pendel (s. Abb. 1b) nicht um die Achse A sondern um
einein Richtung von S und im Abstandiegende parallele Achse A‘, den (auf A
bezogenen)sog. Schwingungsmittelpunkausgelenkt, gilt fir die reduzierte
Pendellange'lentsprechend Gl. (6):

=———+1 -5 (11)

Hieraus folgt ebenso mit Gl. (6):

- S +£+S—S:S+£:| 12
m(lg/(ms) +s-s) ms ms ' (12)

/
r
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Dies bedeutet mit Gl. (5): T* = T. Die Schwingungszeit eines physikalischen
Pendels andert sich nicht, wenn es anstatt um die Drehachse A um den
entsprechenden Schwingungsmittelpunkt A" ausgelenkt wird.

Abb. 2 zeigtdas im vorliegenden Versuch benueversionspenddEs besteht

aws einer Pendelstange mit zwei auf ihr verschiebbaren Masserd 490g und

m, = 1000g. Das Pendel hat zwei Schneidlagem8 S im Abstand |, auf denen
eswahlweise gelagert jeweils Schwingungen mit den Schwingungsdayuena T

T, ausfuhrt. Durch Verandern der Abstdnde der Massen, hier z.B. zum
Schneidlager $ I, bzw |, werden auch die Schwingungsdauern (im Allg.
unterschiedlichyeréndert. Ist T= T, = T, d.h. schwingt das Pendel um beide
Lager mit der gleichen Zeit T, ist der sehr genau bekannte Abstand | der
Schneidlagegleich der reduzierten Pendellangdber Gl. (5) kann daraus die
Erdbeschleunigung g bestimmt werden.

Abb. 2:

Reversionspendel

-A1.6 -

2.4 Korrekturen
2.4.1 Maximale Pendelauslenkung,

Die exakte Bewegungsgleichung des mathematischen Schwerependels lautet:
mle + mgsing =0  bzw. ¢ + Tgsincp =0 (1a)

Beider Aufstellung von Gl. (1) wurde die N&herunggsing benutzt. Das Pendel
schwingtdaher i. Allg. nicht mit der im Ansatz, Gl. (2), fir verschwindend geringe
Auslenkung exakten Kreisfrequenz sondern mit einer leicht geanderten
Kreisfrequenay":

@(t) = gpsin(o't + a) (2a)

Die Reihenentwicklung des Sinus bis zur n&chst hoheren Ordnung

3
3
sing = ¢ - % + .. = @ysin(e't) - %Sil’l3 ('t) (13)

fuhrt mit der Naherung: sirfw't) =% sin @'t) zu

2
sing = @,sin(o't + a)( 1- %) (14)

und mitw? =g /| nach Einsetzen in Gl. (1a) zur Gl.:

2

2
—w/2+w2(1—&):0 bzw. T:(l—&)T/ (15)
8 16

Die Korrektur ist sowohl fir das Fadenpendel als auch das Reversionspendel
glltig. Fur Auslenkungswinkedp, < 5 ° ist die relative Abweichungvon Tund T'
<5x10%
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2.4.2 Pendelauftrieb in der Luft
2.4.2.1 Physikalisches Fadenpendel
Infolge des Auftriebs der Luft lautet die Bewegungsgleichung (7) des Pendels

, p
IA(P+(mK+%mF)g(l__L)I(P:0 (78.)
E

Hier ist p, die Dichte der Luft unge die Dichte des Pendels (Eisenkugel mit
Stahldraht). Mit GI. (10) folgt fur die reduzierte Pendellange und die
Erdbeschleunigung:

| :|(1+ZR_2+E71E)
6
(10a)
_ 4nzl(1+gR_2+ P 1mp)
T2

Fasstman die Korrekturen infolge der Massenausdehnung des Fadenpendels, des
Auftriebsund der Maximalauslenkung zusammen, ergibt sich fur die Bestimmung
von g:

2 2 2 m
4n|(l+2R+&+@ 1 F) (16)

T2

Mit den Werten R/1=0,023p(Luft) / p(Eisen)=1,6 x 10, m-/ m,= 9 x 10°
und einer Maximalauslenkung von 2° (ca. 5 cm Auslenkung der Kugel) hat der
Korrekturfaktor von g gem. Gl. (16) den Wert 1 + 4,1 X.10

2.4.2.2 Reversionspendel

Furdas Reversionspendel sind die Korrekturen infolge der Maximalauslepkung
sowiedes Auftriebs in Luft analog zu denen des Fadenpendels. Man erhalt fir die
reduzierte Rendellangedzw. die Formel zur Bestinmmung von g:
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2

2
|r:|(1+&) , g:4n|(l+&+&) a7
T? pe 8

Bei einerMaximalauslenkung von 0,5° (ca. 1 cm des unteren Pendelendes) hat der
Korrekturfaktor von g gem. Gl. (17) den Wert 1 + 1,7 .10

3. Aufgabenstellung

1. Aufgabe: Bestimmen Sie aus der Schwingungsdauer T des Fadenpendels
die Erdbeschleunigung g.

2. Aufgabe: Bestimmen Sie aus den Schwingungsdauern T des

Reversionspendels die Erdbeschleunigung g.

4. Versuchsaufbau

LrRP

\\ Vujm Abb. 3:
\ LIRep

Lagerung, Auslenkung und
Zeitmessung der Pendel-
schwingungen schematisch:
RP, FP Reversions- u. Faden-
pendel mit Aufhangung A,
Schneid- bzw. Spitzenlager

pucs PsZe X, Lge bzw. L, mit Rahmen R,
== - —=— Jusierung X der Lichtschranke
Lefl | |re IFP | M L sowie X, der Maximalaus-

lenkungM der Pendel

Abb. 3 zeigt den Versuchsaufbau der Pendel schematisch. Fir beide Pendel wirc
die gleiche Aufhangung A benutzt. Ist das Reversionspendel RP eingelegt, hangt
das Fadenpendel FP an einem Lineal, welches die Messung der Lange vom
Auflagepunktdes SpitzenlagersgL bis zur Unterseite der Eisenkugel gestattet.
Der Rahmen R, der Lagerspitzen hat seinen Schwerpunkt in Hohe des Lagers,
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seinvergleichsweise geringes Tragheitsmoment kann bei der g-Bestimmung mit
diesem Pendel vernachlassigt werden.

Zur Bestimmung der Schwingungsdauer T der Pendel wird eine Lichtschranke L
mit angeschlossenem Zeitmesser benutzt. Die Lichtschranke besteht aus einem U-
férmigenBuigel und wird an einem Rahmen mit Hilfe der Randelschraylz® X
justiert, dass der Lichtstrahl gerade beim Nulldurchgang der Pendel (linke
Stabkante von RP bzw. Kugelseite von FP) unterbrochen oder geschlossen wird.

Der Zeitmesser ist im Versuch A13 (Luftkissenfahrbahn) beschrieben. Die
Lichtschrankewird an Kanal 1 angeschlossen (Stecker/Buchse: rot/rot, blau/weil3,
grun/gelb;Flankeneinstellung: pos.). Der Betriebartenschalter ist in Position 5 zu
stellen.In dieser Betriebsart wird nur jede zweite Pulsflanke der Lichtschranke
registriert.Ist die mit der Randelschraubg instellbareMaximalauslenkung M

wie empfohlen fir RP ca. 1 cm und fur FP ca. 5 cm, unterbrechen die Pendel nur
von rechts kommend dérichtstrahl. Dadurch wird vom Zeitmesser die doppelte
Schwingungsdauer 2T registriert und die Genauigkeit der Zeitmessung erhoht.

5. Versuchsdurchfihrung und Auswertung
5.1 1. Aufgabe

BestimmerSie zunéachst mit Hilfe des Lineals die Lange | + R von Lagerpunkt des
Fadenpendels bis zur Kugelunterseite (Tiefpunkt). Flr die nicht exakt
kugelférmige Eisenkugel wird der Radius R = (30 £ 0,5) mm angenommen.
Entsprechendst der systematische Fehler der La&ngenmesaling+ 0,5 mm.

Nehmen Sie die Lichtschranke, falls eingebaut aus der Halterung und das
Reversionspendel aus der Aufhéangung. Heben Sie zum Transport des
Fadenpendels den Bigel um die Lagerspitzen mit beiden Handen aus der
Linealhalterungund legen Sie ihn vorsichtig auf das SpitzenlaggrAchten Sie
darauf, dass die Kugel beim Transport nicht zu sehr schwingt und danach zur
Ruhe kommt und nicht in der Ruhelage rotiert.

MontierenSie nun die Lichtschranke, so dass der Lichtstrahl die ruhende Kugel
geradestreift. Nach Driicken der Reset-Taste des Zeitmessers sollte dann die
Zeitmessung infolge der geringen Kugelbewegung starten. Stellen Sie die
Auslenkungsbegrenzunguf ca. 5 cm ein und lenken Sie die Kugel bis zum
Anschlagso aus, dass sie beim Loslassen nicht rotierend oder taumelnd schwingt.
Warten Sie bis die Kugel frei, d.h. nicht an der Begrenzung anstofRRend
eingeschwungeist, und driicken Sie den Resetknopf des Zeitmessers erneut. Es
sollte eine Schwingungszeit 2T von mehr als 4 s im Display abgelesen werden.
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Nach erneutem Driicken des Resetknopfes wird die Zeitmessedegrholt. Die
Ergebnisse der Zeitmessungen sollten sich nicht mehr als 2 Digits (ms)
unterscheiden. Uben Sie die Auslenkung und Zeitmessung mehrmals.

Die Schwingungsdauern 2T des Fadenpendels werden nach der Auslenkung de:
PendelslO mal bestimmt. AnschlieRend wird das Pendel erneut ausgelenkt und
derVersuch wiederholt. Bestimmen Sie in der Auswertung den Mittelvartd

die Standardabweichumg und Messunsicherheit wals Mal fir den statistischen
Fehler der Einzelmessung und des Mittelwertes.

Bestimmen Sie mit Gl. (16) die Erdbeschleunigung g sowie den relativen
Grol3tfehler(Ag/g),..«nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz. Als Einzelfehler sind
fur die Pendellangal = £ 0,5 mm anzunehmen. Fir die Zeit 2T ist die Auflésung
des ZeitmessersA2T = £ 1 ms, d.h. AT = £ 0,5 ms einzusetzen oder die
Messunsicherheit;u falls diese > 0,5 ms ist. Der Korrekturfaktor wird als
fehlerfrei angenommen.

VergleichenSie das Ergebnis fir gAg mit dem Literaturwert von g. Aufgrund
der Erdrotation und der Abweichung der Erde von der Kugelform ist g auf der
Erdoberflacheron der geographischen Breite abhéngig. Fur Duisburg ergibt sich:
g = 9,8117 m/s. Diskutieren Sie die Abweichung Ihres Messergebnisses vom
angegebeneklVert im Zusammenhang mit den angenommenen sowie weiteren
maoglich Fehlern.

5.2 2. Aufgabe

HebenSie zunachst das Fadenpendel aus der Aufhédngung in die Halterung am
Lineal zurtick. Stellen Sie Massg m1400g des Reversionspendel im Abstand |
=10 cm von Sunddie Masse m= 10009 zuné&chst im Abstangd 20 cm fest

(s. Abb.2). Die Einstellung der Positionen erleichtern eine Reihe von
Markierungen, die im Abstand von je 5 cm auf dem Pendelstab angebracht sind.

HangenSie das Pendel nun vorsichtig mit der Schneida 8as Lager k. ohne

die Lichtschranke zu beriihren. Das Schneidlager sollte mittig in der Vertiefung
mir Abstand zum Lagerrand liegen. Justieren Sie die Lichtschranke wie zuvor
beim Fadenpendel. Drehen Sie darauf das Pendel um, d.h. legen Sie es mit del
Schneides, in das Lager. Infolge einer leichten Krimmung des Pendelstabes ist
die Position der Lichtschranke nun nicht mehr optimal. Suchen Sie eine mittlere
Positionzwischen den einzeln jeweils optimalen Lagen. (Der Versuch ergibt, dass
einegeringe Verschiebung der Lichtschranke keinen messbaren Einfluss auf die
registrierte Schwingungszeit hat.)

Fixieren Sie nun die Auslenkungsbegrenzung im Abstand von ca 1 cm von der
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Ruhelageler rechten Kante der Pendelstange. Lenken Sie das Pendel (am besten
von unten her) so bis zum Anschlag aus, dass es nach dem Loslassen mdglichst
nurin einer Richtung, d.h. durch seine Gleichgewichtslage (Tiefpunkt) schwingt.
WartenSie bis es frei, d.h. ohne am Anschlag anzusto3en schwingt und starten Sie
die Zeitmessung. Nach Wiederholen der Zeitmessung sollten sich die
Einzelergebnisse fur die Schwingungsda&Fp(um S) bzw 2T, (um S) nach
Umdrehen des Pendels jeweils nicht mehr als um 1 bis 2 Digits (ms)
unterscheidenViederholen Sie anderfalls die Auslenkung oder Zeitmessung und
Uberprufen Sie die Lagerung des Pendels.

Im Folgenden sind die Schwingungszeiten @iid 2T, jeweils dreimal bei den
Einstellungenl, = 10 cm sowie,l= 20, 30, 40, 50, 60, 70 cm zu bestimmen. Tragt
mandie Zeiten Tund T, tGiber } auf, ergibt sich ein Verlauf T jlwie in Abb. 4
angedeutet.

Zur genaueren Bestimmung der beiden Schnittpunktz&jtend T, , bei denen T
=T, ist, werden zusatzlich je 3 Messungen der Schwingungszeiten bei Abstanden
I,=ncm, (n+1) cmund (n+2) cm in der Umgebung vqmuihd |, durchgefuhrt.

2.10

2.05 -

T(s)

2.00 |-

1.95 1 1 1 1 1 1
1, (cm)

Abb. 4: Schwingungszeiten,Tl,) und T, (I,) des Reversionspendels;
Inset: Bestimmung des Schnittpunkts, (I} und FehleraT,,
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Die Zeiten T und T, sind aus dem Mittelwert von jeweils 4 gemessenen Zeiten
2T, bzw. 2T, zu bestimmen. Als Fehler wird wie zuvor die MessunsicheTeit

= + 0,5 ms aufgrund der begrenzten Auflésung des Messgerates angenommen
DerInset in Abb.4 skizzert die graphische Bestimmung der Zelufich lineare
Interpolation.Aufgrund des Fehler&T entstehen "Fehlerschlauche", welche im
Schnitt einen FehlexT, > AT erzeugen (s. Abb.4).

BestimmerSie T, und T, sowie die FehleAT, bzw.AT, graphisch wie in Abb. 4
gezeigt. Aus dem Mittelwert von Ju. T, ist die Schwingungsdauer T und mit Gl.
(17)die Erdbeschleunigung g zu bestimmen. Ermitteln Sie wie zuvor den relativen
GroRtfehlerAg/g nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz. Benutzen Sie als
Zeitfehler den graphisch ermittelten WA, oderAT,.

Der Abstand der Lagerschneiden des Pendels betragt bei t = 22°C
= (0,99431+1x18) m,

die Langenanderung des Pendels infolge der thermischen Ausdehnung etwa
Al/At=10°m/°C. (evtl. Temperatur bestimmen!)

VergleichenSie auch hier das Messergebnis flir g mit dem Literaturwert und
diskutieren Sie die beobachtete Abweichung beider Werte sowie mdgliche
Fehlerquellen.

6. Fragen zur Selbstkontrolle

1) Wie lautet die Bewegungsgleichung a) eines mathematischen
Schwerependelsh) eines physikalischen Schwerependels bei geringer
Auslenkung? Von welchen Gréf3en hangt seine Schwingungsdauer T ab?

2) Wasist die reduzierte Pendellange, was der auf die Drehachse bezogene
Schwingungsmittelpunkt eines physikalischen Schwerependels?

3) BeschreibenSie die Funktionsweise eines Reversionspendels und die
Methode der g-Bestimmung mit diesem Pendel!

4)  WelcheKorrekturen der Bewegungsgleichung a) des Fadenpendels, b) des
Reversionspendels sind ndtig, um mit diesen Pendeln die
Erdbeschleunigung mdglichst prazise zu bestimmen?

5)  Warum sollte die Bestimmung der Schwingungsdauer mittels einer
Lichtschranke mdglichst bei der Gleichgewichtslage der Pendel geschehen?

6) Von welchen Faktoren aufler der geographischen Breite hangt die
Erdbeschleunigung noch ab?
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Versuch A 3: Dichte von Festkorpern und Flissigkeiten

1. Literatur: Walcher, Praktikum der Physik
Westphal, Physikalisches Praktikum

Stichworte: Dichte von Metallen und Fliissigkeiten, thermische
Ausdehnung; Dichteanomalie des Wassers; Gewichtskraft,
Auftrieb, Archimedisches Prinzip

2. Grundlagen
2.1 Definition und Messmethode der Dichte

Die Dichtep von Materie ist definiert als das Verhaltnis ihrer Masse m zu ihrem
Volumen V:

p = I 1

v (1)
Die SI-Einheit der Dichte ist demnach (kgjmpraktischer und am h&ufigsten
benutzt ist jedoch die Einheit (g/&m

Die Dichte der in diesem Versuch zu untersuchenden Metalle (Aluminium,
Messing,Stahl, Blei) liegt im Bereich zwischen 2,8 und 11,2 d/aie der zu
untersichenden Flussigkeiten Ethanol und Wasser im Bereich zwischen 0,7 und
1,0 g/cm.

Die Bestimmung der Dichtpg, eines festen Kérpers mit geometrisch definierter
Form (Wdrfel, Zylinder, ...) ist nach Gl.(1) durch die Bestimmung seiner Masse
z.B. mittels Wagung und seiner Abmale, z.B. mittels Schieblehre oder
Mikrometerschrauberecht einfach. Bei unregelmafig geformten Kérpern, die
einerdirekten (genauen) Volumenmessung nicht zuganglich sind, wendet man zur
Bestimmunghrer Dichte ein relatives Verfahren der Volumenmessung an. Man
bestimmtzunachst die Masse m des Korpers durch seine Wagung invioifiei

sein Gewicht, d.h. die zu seiner Masse mit dem Faktor g (Erdbeschleunigung)
proportionale Gewichtskraft F in Luft bestimmt wird

F=mg=pVg 2)

*) Statt in Luft (Dichtep,) misste man zur genauen Bestimmung der Masse m
einesKaorpers sein Gewicht eigentlich im Vakuum bestimmen (warum?). Der
relative Fehler ist jedoch nur von der GroRenordnppig, = 10* (s.u.).
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Tauchtman den Korper bei einer zweiten Wagung vollstandig in eine Flissigkeit
bekannter Dichte - <p  (warum?) einso erfahrt er neben der Gewichtskraft F
eineentgegengerichtete Auftriebskraft, welche der Masse der durch den Korper
verdrangten Flussigkeit, d.demProdukt aus ihrer Dichtg: und dem Volumen

V des Korpers entsprich&fchimedisches Prinzip):

Fa = PeVY ©)

Aus den Gleichungen (2) und (3) folgt:

F P
= (4)
Fa F

Dadie Auftriebskraft & gleich der Differenz der Gewichtskraft F des Kérpers in
Luft und der (scheinbaren) Gewichtskraftdes in dieFllissigkeit eingetauchten
Korpers ist, also

F

F-F (5)

folgt aus GIn. (4) und (5):

A =

=

(6)

Im vorliegenden Versuch werden die Gewichtskrafte mit einer Balkenwaage
bestimmt,bei der lediglich die dem Gewicht entsprechenden Massen angezeigt
werden. Mit Gin. (2) und (6) gilt entsprechend:

m
m - m

Pk = P (6a)

E

Umgekehrtkann die Dichtepe einer Flissigkeit bestimmt werden, indem man
zunéchst die Masse m eines Festkorpers durch seine Wagung in Luft und danact
seine scheinbare Masse :ndurch Wagung des vollstandig in die Flussigkeit
eingetauchten Korpers bestimmt:

m - m

= = 7
P = Pk v (7)
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Ist (lediglich) das Volumen V eines geeignet dimensionierten Festkérpers und
seine(flir genaue Messungen nur scheinbare) Magsdunch Wagung in Luft
bekanntkann unter Beriicksichtigung der Auftriebskraft in Luft (Dichte Gl.

3, bzw. der in Luft bestimmten scheinbaren Masse=rm -p, V die Dichte der
Flussigkeit genauer bestimmt werden

* P (7a)

2.2 Thermische Ausdehnung von Festkdrpern und Flussigkeiten

Die Dichte von Festkérpern und Flissigkeiten nimmt i.Allg. mit steigender
Temperaturab, da infolge der zunehmend thermisch angeregten Schwingungen
ihrer Atome bzw. Molekuile und ihrer in Flissigkeiten diffusiven Bewegungen der
mittlere Atom- bzw. Molekulabstand zunimmt.

Der lineare thermische Ausdehnungskoeffizient o fester Korper ist durch die
Temperaturabhangigkeit der relativen Anderung ihrer Lange L definiert:

o = LAL 8
L AT ®

Fiur metallische Elemente hatbei Raumtemperatur einen nahezu temperatur-
unabhangigen Wert im Bereich von einiger?/KD Der kubische Ausdehnungs-
koeffizient B des Volumens der Metalle ist entsprechend

3 _ 13
1AV 1 (LeALP - LP 18AL 5 ©
V AT L

P = AT AT

<

Die Dichte der Flussigkeit Ethanol 4&,0H) betragtp = 0,789 g/cribei 2C°C.
Die Temperaturabhéngigkeit der Dichte ist die "normaler" Flissigkeiteimmt
mit steigender Temperatlinear mit T ab. Die relative Anderung der Dichte von
Ethanol ist ca.

~ -1x103K 1 (10)

o |k
2

Bei der Abkuhlung von flissigem Ethanol nimmt mit geringer werdenden
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Molekulabstinden die innere Reibung der Molekile drastisch zu. Wie bei
Glasschmelzen erfolgt die Erstarrung nicht ,schlagartig” bei einer festen
Temperatur sondern ,graduell“. Hierbei wird die lokale (ungeordnete) Anordnung
der Flussigkeitsmolekiile zunehmend eingefroren.

Wasse(H,0) verhdlt sich hinsichtlich der Temperaturabhangigkeit seiner Dichte -
anders als Ethanol - ,anomal“. Dies liegt an der raumlich unsymmetrischen
Ladungsverteilungdes (elektrisch negativ geladenen) Sauerstoffions und der
(posiiv geladenen) Wasserstoffionen des Wassermolekiils (s. Abb. 1a). Das damit
verbundeneelektrische ,Dipolmoment” (x-Ladung x Abstand der Ladungs-
schwerpunkte) hat zur Folge, dass sich an das Sauerstoffion (kurzzeitig)
Wasserstoffionemenachbarter Wassermolekule tGiber sogenannte ,Wasserstoff-
briickenbindungen* anlagern.

St

%O .
{P{) Oo %—o@%

/
— Valenzbindung

——- Briickenbindung

Abb.1: 2D-Projektion der lokalen Struktur von a) Wasser, b) Eis

Eis hat unterhalb @ eine langreichweitig geordnédtexagonal e Kristallstruktur,

bei der die Sauerstoffatome von jeweils vier tetrahedrisch angeordneten
Wasserstoffatomemumgeben sind (Abb. 1b). Die beiden valenzgebundenen
Wassergiffatome haben einen Abstand von 10 nm zum Sauerstoffatom, die
beidenlber die 0.g. Briickenbindungen gebundenen einen Abstand von jeweils 17
nm.

Wie Abb. 1 bereits andeutet, ist die geordnete hexagonale Stuktur des Eises
wenigerdicht gepackt als die ungeordnete des Wassers (deshalb schwimmt Eis im
Wasser)Aber auch bei Temperaturen oberhalb des Schmelzpunktes Vrikis
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dielokale Umgebung eines Wassermolekisartig. Diese Nahordnung veringert
sich mit steigender Temperatur nur graduell. Daher hat Wasser ein
Dichtemaximum bei 4°C und eine bis zum Siedepunkt (20 nichtlinerare
Temperaturabdingigkeit seiner Dichte. Abb. 2 zeigt die temperaturabhéngige
Dichtep(T) von Wasser im Temperaturintervall zwischen 0 urit€50

1.000

Wasser

0.998

0.996

0.994

p (g/em’)

0.992

0.990

0.988 - oI2I4I6I8|1o
" 1 L 1 1 1 1 1 L
0 10 20 30 40 50
T(C)
Abb. 2: Temperaturabhangigketer Dichte von Wasser. Im Inset der
Dichteverlaufzwischen 0 u. 1% mit dem Maximum beiC.

3. Aufgabenstellung

1. Aufgabe: Bestimmen Sie die Dichten von reguldren metallischen
Probenkdrperbei Raumtemperatur durch ihre Wagung mit
einer Balkenwaage und Bestimmung ihrer Abmaf3e mit einer

Schieblehre.

2. Aufgabe: Bestimmen Sie die Dichte aller Probenkoérper bei Raum-
temperatur durch ihre Wagung mit eifgalkenwaage in Luft
und Wasser.

3. Aufgabe: BestimmenSie mit der Balkenwaage durch Wagung eines

Tauchkérpers in Luft und Wasser die Dichte von Wasser im
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Temperaturbereich zwischen ca. 10 und®0

4. Aufgabe: BestimmerSie entsprechend durch Wagung des Tauchkdrpers
die Dichte von Ethanol im Temperaturbereich zwischen
Raumtemperatur und 5C.

4. Versuchsaufbau

Abb.3:
Versuchsaufbau zur Bestimmung der
Dichte von festen Kdrpern und Flussig-
keiten:
rechts: Balkenwaage auf Stativ mit
Schiebegewichten 10g und 100g sowie
- Federwaage mit Noniusskala N;
; links: Heizplatte HP mit Magnetrihrern R,
3 Thermostatgefa®im Schnitt) mit Wasser
/mﬁ W, Becherglas B mit Flissigkeit F auf
@

Drahtnetzgestell, Kérper K auf Waagschale
mit Tariergewicht TG, Thermometer T

ST

Abb.3 zeigt den Versuchsaufbau zur Bestimmung der Dichte verschiedener
Metallkorper. Die am Stativ hdhenverstellbare Balkenwaage hat einen
Wégebereictbis 310 g. Das Gewicht bzw. die zu wagende Masse wird mit den
Schiebegewichteh00 g und 10 g grob ausbalanciert. Mit einer am Drehpunkt des
Waagebalkens montierten Federwaage (Spiralfeder) wird die Masse fein
ausbalanciert, so dass die Skalenstriche S rechts &adere genau in gleicher
Hbhe gegenlberstehen. Bei sorgféltiger Einstellung unter Zuhilfenahme der
Noniusskalaauf der Federwaage lasst sich die zu wagende Masse auf ca. 10 mg
genawbestimmen. Ein Aluminiumblech am rechten Ende des Waagebalkens (nicht
gezeigt)ist von zwei kleinen am unbeweglichen Ende der Waage montierten
Hufeisenmagneteamgeben. Die Anordnung stellt eine Wirbelstrombremse dar,
welche bewirkt, dass das Einschwingen der Waage schnell abklingt. (Wie
funktionierteine Wirbelstrombremse? Vergl. Versuch A5, Pohlsches Drehpendel).

Ist lediglich das Tariergewicht TG an die Waage gehéngt, sollte diese bei der
Einstellung m = 0 g im Gleichgewicht sein. Ein Justierknopf J gestattet die
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Feireinstellung. Gegebenfalls kann auch durch Verdrehen der FuRBschraube ST
am Stativ die genaue Nullstellung der Waage erfolgen.

Die Bestimmung der Dichte der Metallkérper erfolgt durch ihre Wéagung in Luft
und Leitungswasser bei Raumtemperatur (Thermometer T). Hierflr ist auch die
(scheinbare)Masse der Waagschale in Luft und Wasser zu bestimmen. Die
Wagungin Wasser sollte so erfolgen, dass die Waagschale blasenfrei ganz in das
Wasser eingetaucht ist, zusétzlich ein StickAddbéngedrahtes (ca. 1 cm). Die
Eintauchtiefe sollte bei allen Wagungen in Wasser etwa gleich sein.

Die temperaturabhangige Dichte der Flissigkeiten Wasser und Ethanol wird
ermittelt,indem die scheinbare Masse eines an das Tariergewicht angehangten
Tauchkorpers in Lufm (T,)) und in der Flissigkeit (gT)) bestimmt wird. Das
Volumen des Tauchkodrpers V{Twird bei Raumtemperatur,Tuber seine
AbmaRe genau bestimmt. Der zylindrische Tauchkorper besteht aus V2A-
Edelstahlder Legierung (FgCr,gNig). Ihr thermischer Ausdehnungskoeffizient ist

o =1,6 x 1¢ °C . Das temperaturabhéngige Volumen V(T) des Zylinders ist

V(T) = V(Tp) (1 + 3a(T - Tp)) (11)

5. Versuchsdurchfihrung

Zur Bestimmung der temperaturabhangigen Dichte des Wassers unterhalb
Raumtemperatur werden im Kuihlschrank fir jeden Versuch ca. 1 Liter
Leitungswasser (im Erlemeyerkolben) auf c&C 3dvorgekihlt sowie das
Thermostatgefafit Drahtgitter. AuRerdem sind fur jeden Versuchsaufbau je ca.
300 ml Leitungswasser und (im Erlemeyerkolben frisch abgekochtes)
Reinstwasser bei Raumtemperatur bereitzustellen. Hierfur ist der Versuchsbetreuer
verantwortlich.

5.1 Zun&chst ist die Nulllage der Balkenwaage mit Tariergewicht mittels
Justierknopfl (bzw St) einzustellen. Bestimmen Sie danach in Luft die Masse der
Waagschalaund die aller Probenkérper aus jeweils einer Wagung sowie die
Abmafeder regularen Koérper (H6he h und Durchmesser d der Zylinder) aus
jeweils drei Messungen mit der Schieblehre (Mittelwertbildung).

5.2 Stellen Sie lediglich das zunachst leere Becherglas auf die (ungeheizte)
Heizplatte bei Raumtemperatur und positionieren Sie darin seitlich das
Thermometeauf etwa mittlerer Hohe. Senken Sie danach durch Verschieben der
Waageam Stativ die Schale mit der ersten Probe in das Glas soweit wie mdglich
ab und flllen Sie (blasenfrei!) lediglich soviel Leitungswasser hinein, dass die

-A3.8 -

Waagschalamit Probenkérper und Bigel (bis zum Draht) ganz eingetaucht ist.
BestimmenSie die infolge des Auftriebs verringerte MassgTy) (T, mit
Thermometemessen!) der eingetauchten Waagschale mit je einem Probenkorper,
am Schluss die der Waagschale allein. Beachten Sie, dass bei der Wéagung die
Waagschalenit Probenkdrper "frei" im Wasser hdngen muss, diese also nicht das
Becherglas oder Thermometer bertihren darf.

5.3 Zunéchst sind die Abmaf3e des zylindrischen Tauchkdrpers bei Raum-
temperaturT, so genau wie mdglich zu bestimmen. Bedenken Sie, dass der
absolute=ehler bei der Bestimmung der Dichte von Wasser im wesentlichen vom
Volumenfehlerdes Tauchkorpers abhangt. Sein Durchmesser d wird mit einer
Mikrometerschraubdreimal an verschiedenen Stellen des Zylinders, seine Hohe
h ebenfalls dreimal mit einer Mikrometerschraube (wenn vorhanden) oder mit
einer(metallischen) Schieblehre gemessen. Bestimmen Sie auf3erdem die Abmalie
der Aufhangungsoése, d.h. des halben Kreisrings, durch Messung seines grofter
und kleinsten Durchmessers tzw. d . Das Volumen des in die Flissigkeit
jeweils eingetauchten (kurzen) Drahtstiicks wird vernachlassigt.

Bestimmersie darauf durch Wagung in Luft die MasséTy) des Tauchkorpers
Danachwird dieser in das leere Glas gestellt und soviel abgekochtes Reinstwasser
(Raumtemperaturgingefillt, bis der Kérper vollstandig bis zum Draht darin
eingetauchtst. Sorgen Sie nun gegebenefalls durch Bewegen des Glases daflr,
dass sichalle noch am Korper haftenden Blaschen losen. Diese wirden die
Dichtemessungurch Wagung stark verfélschen. Stellen Sie nun das Becherglas
aufdie Heizplatte und hangen Sie den Kérper an die Waage, so dass er im Wasse
desBecherglases frei hangt. Eventuell ist Reinstwasser nachzufillen. Postionieren
Sie das Thermometer mittig auf Zylinderhéhe und bestimmen Sie nun seine Masse
me(T,) moglichst prazise.

Es wird zwar erwartet, dass auch Leitungswasser bei RaumtempegakeinT
wesentlichesinderes Messergebnis(y,) liefert. Bei htherer Temperaturen ist
jedoch die Verwendung von frisch destilliertem bzw. abgekochtem Wasser
unbedingt notwendig, da mit steigender Temperatur zunehmend das im
Leitungswassevor allem geldste CEGasin Form kleiner Blaschen entweicht,

die am Tauchkdrper haften und die zuverlassige Bestimmung der geringen
Dichtednderung des Wassers unmdglich machen.

Ziel des nachsten Versuchsteils ist es, zunachst den Tauchkérper fur die Messung
der temperaturabhangigen Dichte des Wassers darin rasch auf eine Temperatul
von ca. 10C abzuklhlen. Lassen Sie dafir den von der Waage abgehangten
Tauchkorpefm Becherglas und stellen Sie das vorgekihlte Thermostatgefa mit
(groBRem)Ruhrer und Drabhltgitter zentrisch auf die Heizplatte. Stellen Sie nun das
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Becherglasnit Tauchkdrper in die Mitte des Gefal3es. Positionieren Sie seitlich
das Thermometer etwa mittig in der Hohe des an die Waage gehangten
Tauchkorpersind positionieren Sie diesen durch Verschieben der Waage, so dass
sdne Unterkante sich ca. 1 cm Uber dem Becherglasboden befindet. Geben Sie den
kleinenRuhrer ins Becherglas und filllen Sie gegebenenfalls Reinstwasser nach,
sodass der Tauchkorper (mit Ose) vollstéandig eingetaucht ist. Wiederholen Sie
Ihre Wagung bei Raumtemperatyy. T

FillenSie nun das Thermostgefal mit dem vorgekuhlten Leitungswasser, so dass
derauf3ere und innere Wasserspiegel auf etwa gleicher Hohe liegen. Schalten Sie
den Rihrer auf niedrige Drehzahl (150 - 300 rpm) ein. Beobachten Sie beim
Abkiihlen des Wassers gegebenfalls schon die Anderunglaksem(T) des
TauchkorpersVor jeder Wagung muss jedoch jeweils der Riuhrer abgestellt
werden.Ganz wesentlich fir die Bestimmung der (zwischerud® 20C sehr
geringen)Anderung der Massedil.h. der geringen Dichteanderung des Wassers,
ist eine moglichst genaue Einstellung der Waage. Verstellen Sie daher die Waage
(mit Blick auf die Skala) gegebenenfalls nur ame Noniusteilung und warten

Sie jeweils ihr Einschwingen in die neue Lage ab. (1 Noniusteilung = 10 mg
entspricht einem vertikalen Versatz der Skalenstriche S um ca. 1 mm).

Ist die Temperatur im Becherglass auf unterhalBCl@bgesunken, wird die
elektrischeHeizung auf 15 eingeschaltet und die Messung bei steigender
Temperatuiin Intervallen von ca.Z (bzw. 2 min) begonnen bzw. fortgefihrt.

Fur Temperaturen oberhalb ZDist die Heizung auf ca. 22& zu erhéhen Hier
gentgtein grolReres Messintervall (c&C3bzw. ca. 3 min). Nach Erreichen von
50°C ist die Heizung abzuschaltdbanach wird der Tauchkdrper mit der Waage
vorsichtig herausgehoben, ebenso das Thermometer und das Becherglas. Dann
wird das Thermostatgefal3 von der Heizplatte genommen, entleert und unter
flieBendem Wasser auf Raumtemperatur abgekihlt, ebenso der Tauchkdrper.

5.4  Zur Bestimmung der temperaturabhéngigen Dichte von Ethanol wird
zundchsdas Thermostatgefald eine Weile mit kaltem Wasser auf die Heizplatte
gestellt,bis auch diese in etwa auf Raumtemperatur abgekuhlt ist. Danach wird es
(ohne Wassennit Drahtnetzgestell, dem Becherglas und beiden Rihrern auf die
Heizplattegestellt sowie das Thermometer positioniert. Es wird der an die Waage
gehangteTauchkoérper in das Becherglas abgelassen und eine Kontrollmessung
seinerMasse m(T,) durchgefihrt. Darauf wird Ethanol eingefiillt und die Masse
m(T,) bestimmt. AnschlieBend ist Wasser bei Raumtemperatur in das
Thermostatgefa zu fillen und nach Einschalten der Heizung i@ 228 der
Ruhrerdie Messung zwischen Raumtemperatur urf€50 Intervallen von ca

3°C durchzufiihren. Bei 8Q ist die Heizung wieder abzustellen.
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Nach der Messung ist analog wie bei der Messung in Wasser zu verfahren.
Vorsicht: Das Becherglas istit abgelassenem Tauchkérper herauszunehmen, da
essonst infolge der geringeren Dichte von Ethanol aufschwimmen und kippen
wirde. Beide GeféalRRe sind fir die nachsten Messungen zu entleeren.

6. Versuchsauswertung

6.1 Berechnen Sie aus den Messergebnissen die Massen und Volumina der
regularen Probenkdrper und mit Gl. (1) ihre Dichten.

6.2 Berechnen sie aus den Wagungen aller Probenkérper in Luft und Wasser ihre
Dichten mittels Gl. (6a). Die Dichte von Wasser jg} = 0,998 g/cr (21°C).

Werte bei anderen Temperaturen kénnen aus Abb. 2 ermittelt oder den
Ergebnisserder Aufgabe 3 entnommen werden. Der Auftrieb in Luft kann hier
vernachlassigt werden.

6.3 u. 6.4 Berechnen sie zunachst aus den AbmaRen des Tauchkérpers sein
Volumen V, bei Raumtemperatur,T

rd?h | Td;(d, - d))

V(T) =V, =
(To 0 4 8

Danach ist mit GIn. (7a) und (11) aus den Ergebnissen der Wagung des
Tauchkoérpersn Luft und Flissigkeit die Dichtg- von Wasser und Ethanol fur
jede Messtemperatur T zu bestimmen.

m,_ - mg

Pe0) = T et Ty

PL

Die Dichte der Luft betrags, = 1,2 mg/crii Sie wird als temperaturunabhangig
angenommen. Zua von V2A-Edelstahl s. Kap. 4.

TragenSie das Ergebnis(T) fUr beide Flissigkeiteim getrennten Graphen mit
jeweilsoptimaler Skalierung auf Millimeterpapier bzw. in einem PC-Plot auf. Fir
einenVergleich mit Literaturdatefiir Wasser(Quelle s.n.S.) kann das Polynom

PwassekT) = (0,99987 + 5,2334&-5(T/°C) - 7,4181E-6(T/°C)’
+ 3,29774£&-8(T/°C)°) glem?®
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im Intervall 0 - 56C auf < 0,01 % genau) benutzt werden. Fir Ethamiod
g9
(20°C) = 0,7894g/cm?®

pEthano
angegeben. Zeichnen bzw. berechnen Sie fir Ethanol eine Ausgleichsgerade durch
die Messpunkte und bestimmen Sie durch Extrapolation der Gepé2i®@) zum
Vergleich mit dem Literaturwert.

7. Fehlerrechnung und Diskussion

7.1 Bestimmen Sie den jeweiligen relativen und absoluten Grof3tfehlep von
entsprechendsl. (1) nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz (s. Fehlerrechnung,
Kap. 3). Vergleichen Sie das EndergebnigAp) fur jeden Probenkdrper mit
Literaturwerten.

Fehlerder WagungAm = + 2 x 0,01 g, da die Masse der Waagschale einzeln
bestimmt werden muss; Fehler der Schieblehinebzw.Ad = + 0,1 mm.

7.2 Bestimmen Sie den jeweiligen absoluten GrofR3tfehler pgorntsprechend
Gl.(6a)nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz. Vergleichen Sie die Ergebnisse mit
denender ersten Aufgabe und mit der Literatur. Welche der hier angewandten
Messmethoden zur Dichtebestimmung ist genauer?

Fehler der Wagungim = Am. = £ 0,02 gjp wird als fehlerfrei angenommen.

7.3 u. 7.4Bestimmen Sie zunachst den relativen sowie absoluten Grof3tfehler fur
das Tauchkorpervolumen,MDa das Volumen des Zylinders viel gréRRer als das
des Kreisrings ist, kann hierbei der Fehler des Ringvolumens vernachlassigt
werden.

Fehler der Mikrometerschraubth bzw.Ad = + 0,01 mm.

BestimmenSie darauf den absoluten GroRtfehler der Dichte von Wasser und
Ethanolbei Raumtemperatur gem. Gl. (7a) nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz.

Fehler der Wagungim = Am. =+ 0,01 g;p, wird als fehlerfrei angenommen.

Tragen Sie den Fehler als einzelnen senkrechten Fehlerbalken in den
entsprechenden Graphen bei Raumtemperatur ein. Welcher Fehler der
Einzelmessungragt am meisten zum Gesamtfehler bei? Kann ein horizontaler
Fehlerbalken der Messdaten (Temperaturfehler) hier vernachlassigt werden?

*) Kohlrausch, Praktische Physik, Bd 3, Teubner, Stuttgart
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VergleichenSie die Messdaten mit den Literaturangaben und versuchen Sie,
mdogliche Ursachen fir Abweichungen von Mess- und Literaturwerten
herauszufinderVergleichen Sie hierbei auch mogliche Abweichungen von Mess-
und Literaturwerten der Dichten von Wasser und Ethanol zusammen.

Welche (einfachen) Anderungen im Versuchsaufbau und in der Durchfiihrung
waren geeignet, die Messgenauigkeit zu erhéhen?

8. Fragen zur Selbstkontrolle

1) Wasist der Unterschied zwischen ditasse und demGewicht eines
Kdrpers?

2)  Wasist der Unterschied zwischen d&ichte und demnspezifischen Gewicht
eines Korpers?

3) Was versteht man untéuftrieb?
4)  Was besagt da&rchimedische Prinzip?

5)  Wann schwimmt, wann schwebt und wann sinkt ein Kdrper in einer
Flussigkeit?

6)  Warum schwimmt Eis im Wasser?

7)  WelchesVerhalten der Dichte von Wasser wibichteanomalie genannt
und warum besteht sie?

8) Warum dehnen sich feste Koérper und Flussigkeiten mit steigender
Temperatur aus?

9) Wie ist der lineare, wie der kubische Ausdehnungskoeffizient von
Festkorpern definiert; wie hangen sie zusammen?

10) Ein mit Steinen beladenes Boot schwimmt auf einem kleinen Teich. Andert
sichdie Hohe seines Wasserspiegels, wenn die Steine aus dem Boot in den
Teich geworfen werden? Wenn ja, wie und warum?
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Versuch A 4: Gekoppelte Pendel

1. Literatur: Dobrinski/Krakau/Vogel, Physik firr Ingenieure
Krotzsch, Physikalisches Praktikum fur Anfanger
Berkely-Physikkurs, Mechanik; Schwingungen und Wellen
Gerthsen, Physik
Bergmann-Schaefer, Bd. 1: Mechanik

Stichworte: Physisches Pendel, Schwerependel, Torsionsschwingung,
Bewegungsgleichung, Eigenfrequenz, gekoppelte Pendel,
Schwebung, Kopplungsgrad.

2. Grundlagen
2.1 Entkoppelte Pendel

Das im vorliegenden Versuch verwendete Geréat besteht aus zwei gleichen
physischerschwerependeln, die durch einen Metallstab Iangs ihrer gemeinsamen
Pendelachsgekoppelt werden kénnen. Sind die Pendel entkoppelt, so entsprechen
sie jeweils einzelnen Pendeln, auf die bei ihrer Auslenkung das durch die
Schwerkraft bedingte riicktreibende Drehmomepgtvivkt.

Die Bewegungsgleichung eines solchen Schwerependels lautet:

d?p
dt?

+Mg=0 1)

| ist das Tragheitsmoment des Pendels (siehe Versuch A8)guddr
Auslenkwinkel. Fir das riicktreibende Drehmomepgtgiit

Mg = mglsing = mgle = Dgo  (fur ¢ ca <5°) 2)
Hier ist m die Pendelmasse, g die Erdbeschleunigung und | der Abstand des

Pendelschwerpunktgon der Pendelachse. Die durch die Schwerkraft bedingte
GrolRe @ = mgl heiRWinkelrichtgréRRe.

Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung (1) lautet:

¢ = asin(ngt) + bcos(wgt) = @ sin(mgt + o) )

-A4.2 -

wobei a, b bzw.g, und a Konstanten sind unag die Eigenkreisfrequender
Schwereschwingung ist.

O = | — 4)

Koppeltman beide Pendel an den Metallstab und lasst eines schwingen, wahrend
das andere festgehalten wird, entsteht durch die Torsion des Stabes ein
zusatzlichesicktreibendes Drehmoment;Muf das schwingende Pendel. Denkt
man sich die Schwerkraft zundchst ausgeschaltet, so hat man es lediglich mit
einem Torsionspendel zu tun, dessen Bewegungsgleichung lautet:

d?p
dt?

F My =0 (5)
Fir kleine Auslenkwinkelp ist M; = D; ¢, wobei D; die WinkelrichtgroRe des
Torsionspendels ist.

TR*G
Or ==

(6)

T

R ist der Radius,-|die eingespannte Ladnge des Torsionsstabes, G der
Schubmoduleine Materialkonstante. (Zur Ableitung von GI.(6) siehe Versuch
A9).

Entsprechend zu GIn. (1), (3) und (4) fuhrt die Losung von Gl. (5) zur
Torsionsschwingung mit der Eigenfrequenz

0. = | —- (7

Die Gleichungen (1) und (5) kann man daher auch schreiben als:

2 2
d(p+o)§(p:0 bzw. d%

2
dt? e (1a, 53)
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2.2 Gekoppelte Pendel

Koppelt man die Pendel (siehe Abb.1), so gilt bei unterschiedlichen Auslenk-
winkeln ¢, undg, fur die Drehmomente durch die Schwerkraft:
1. Pendel: Mg, = Dgo, 2. Pendel: Mg,=Dgo0,

Fur die Torsionsmomente M= - My, gilt:

1. Pendel: N, = D; (@, - ¢,) 2. Pendel: M, =D (¢,-¢,)

MS,
2 MT2
=

]
]
I
!
!
|
|
i

P
s
P2

Abb.1: Schwingungsverhalten gekoppelter Pendel

Die Differenzialgleichungen der gekoppelten Pendel lauten damit:

dZ(Pl 2 2

iz + 050, + 07 (9, -¢,) =0 8
d?p

dt22 ”"gq’z”’ﬁ (¢, -9,) =0 9

Um diese zu lésen, addiert und subtrahiert man diese Gleichungen. Substituiert
man dann:

44 -
) ) 2 2 2
V=014 00 Wm0 -9y O = 0g+ 207

so lauten die nuantkoppelterDifferenzialgleichungen:

d2
dthl gy, = 0 (10)
d2y
% OsTY, = 0 (11)

DieseGleichungen entsprechen Gl.(1a) bzw. (5a) und ihre allgemeinen Lésungen
der GI.(3). Setzt man wieder die urspriinglichen Gréen:

Yty Vv
(pl _ 1 > 2 und (Pz _ 1 > 2
ein, so erhalt man
1 . .
Q= > [a, cos(agt) +a,cos(mgt) + b, sin(wgt) + b, sin(og t)] (12)
1 . .
Q,= > [a, cos(agt) - a,cos(mgt) + b, sin(wgt) - b,sin(og t)] (13)

Mit den Anfangsbedingungen, dass zur Zeit t = 0 beide Pén&eihe sind, d.h.
do,(0)/dt = dp,(0)/dt = 0, erhélt man nach Differenzieren und Einsetzen:

0, = 5 [3,c05g) + a,cos0g )] 14)

0, = 513,005 - a,cos0g )] 15)

Wir betrachten nun drei Spezialfélle:
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1. Fall: gleichsinnige Schwingung

Zur Zeit t = 0 seien beide Pendel gleich ausgelenkt:

(Pl(o) = (Pz(o) =0Qq
Aus den Gl. (14) und (15) folgt dann:

(Po:%(a1+az):%(a1_az) dh. =29, ; 3-0

Die Lésung der Schwingungsgleichung lautet also:

(Pl(t) = (Pz(t) = (pOCOS((DSt) (16)

BeidePendel schwingen gleichsinnig mit der Kreisfrequenz des Schwerependels.

2. Fall: gegensinnige Schwingung

Es sind zur Zeitt = 0:

(Pl(o) =t0q (Pz(o) = ~Qq

d.h.,beide Pendel sind gegensinnig ausgelenkt. Aus Gl. (14) und Gl. (15) erhalt
man:

a,=0, 8,=2¢,

und die Losung der Schwingungsgleichung lautet:

01(t) = -9 (1) = p,cos(0g 1) (17)

Die Kreisfrequenz der Schwingung

o s 202
Ogr = Os + 207
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ist groRer als im Fall 1 und stark von der Kopplabyangig.

3. Fall: Schwebeschwingung

Firdiesen (auch in der Praxis, z.B. bei elektrischen Schwingkreisen bedeutenden)
Fall ist zur Zeit t = O:

(Pl(o) =0, (Pz(o) =Qp

d.h., ein Pendel ist ausgelenkt, das andere in Ruhe. Aus Gl. (14) und (15) folgt:
a4 =8 =0

Die Ldsungen der Schwingungsgleichungen lauten dann:

0:(1) = 2[cosogt) - cosog1)] (18)
o,(t) - %{cos(wst) + cos(wg 1)] (19)

Die durch diese Gleichungen beschriebenen Schwingungen haben einen scheinba
komplizierten Verlauf, da die Bewegung eines jeden Pendels aus der
Uberlagerungweier Schwingungen mit verschiedenen Kreisfrequenzamd

g besteht.

Durch Anwendung des Additionstheorems fiir aas cosp kénnen die Gin. (18)
u. (19) jedoch auch geschrieben werden als

Q] - [O)] +@®
(pl(t)(posin[ STZ St)sin[srTst) (20)

- +
o (1) = (pocos{ Ost 5 Os t) cos{ wSTTwS t) (21)
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Unter der Voraussetzung, dass K@pplung nur schwach ist, unterscheiden sich
ws undog NUr wenig. Die GIn. (20) und (21) beschreiben dann Schwingungen mit
der (gegeniibang nur leicht hoheren) sog.

- _ Ogr * Og
Kopplungskreisfrequenz o, = — (22)

deren Amplitude mit der (gegeniheywesentlich kleineren)

) . Qg ~ Og
Amplitudenkreisfrequenz w, = — (23)

schwanktDies bezeichnet man éehwebeschwingurmzw. Schwebungnit der
sog.

Schwebungskreisfrequenzag,,, = g - 0g (24)

bzw. Schwebungsperiode,J = 2t/og., . Man beachte, dass,[die Zeitdauer
zwischen zwei aufeinander folgenden Schwebungsnullstellen ist (s. Abb. 2).

«— Tgch —>
P4

Abb.2:  Schwebungsschwingung
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Der Kopplungsgradc der Pendel (& k < 1) beschreibt die relative Starke der
Kopplung zwischen den Pendeln. Er ist definiert als das Verhéltnis der
WinkelrichtgréRe B zur Summe der WinkelrichtgréRen B Dg:

D, Ver -~ Vs
oot Y (25)
17 VYs  vgr+vg

Der Messung mittels einer Stoppuhr sind prinzipiell zugénglich die
Schwingungszeiteiiis = 2t/mg und Tgr = 2t/ogr SOWie T = 2t/o, und Tg,, Mit

im Versuch benutzten Bewegungsaufnehmern und einem daran angeschlossene
PCsind jedoch Uber die direkte Aufzeichnung der Schwingungen hinaus mittels
einerFrequenzanalyse sehr leicht die Frequenzenny/2n undvg; = ws/2r der
Schwingungerder gleichsinnig und gegensinnig ausgelenkten Pendel sowie der
Schwebeschwingung bestimmbar.

2.3 Bestimmung des Schubmoduls

Im vorliegenden Versuch wird der Kopplungsgrad der Pendel durch Verwendung

von Torsionsstaben verschiedener Radien (desselben Materials) verandert. Dies
ermdglicht,den Schubmodul G der Torsionsstabe zuverlassig zu bestimmen. Aus

der Messung der Schwingungsfrequenzgnindvg; ist mittels Gin. (4), (6) und

(7) sowie mitw;? = (ws;? - /2 die Berechnung von G maglich:

4nlil g, 2

G- —1 (v& - +3) (26)

Hierbeiist jedoch auch die Bestimmung des Tragheitsmoments | eines der beiden
Pendehotwendig. Da dieses aus geometrischen Griinden nicht einfach berechnet
werden kann, geht man wie folgt vor:

Man bestimmt die Schwingungsfrequenzgmindvg, des entkoppelten Pendels 1
mit und ohne angehangte Scheiben der Masse m (s.u.). Mit dem Ansatz

ot ln (27)

ist | bzw. |, das Tragheitsmoment mit bzw. ohne Massescheiben, utak| der
Massescheiben. Nach dem Satz von Steiner (vergl. Versuch A8) ist



~ ml? (28)

Hierbei ist |, der Abstand der Scheibenachsen von der Drehachse des Pendels und

R, bzw. R der innere bzw. &uRere Radius der gelochten zylinderférmigen
Scheiben. (Der zweite Term in der Klammer kann hier vernachlassigt werden.)

Mit einem GI. (27) entsprechenden Ansatz fiir die Winkelrichtgréf3e D

Dg = Dgo * Dgy Dgn = mal,, (29)
gilt mit GIn. (4) und (28)
(’)é(lo * mlnzq) = (’Jéolo + mgl, (30)

Auflésen von GI.(30) nach, Lind Einsetzen in GI.(27) ergibt:

ml_(g/4m® - vl )
= (31)
Vs = Vso

3. Aufgabenstellung

1. Aufgabe: Die Schwingungen der auf gleiche Schwingungszeiten
eingestellterentkoppelten Pendel sind aufzuzeichnen und ihre
Schwingungsfrequenzes, , zu bestimmen.

2. Aufgabe: Die Schwingungen der mit einefiorsionsstab von R =1 mm
Radius gekoppelten und gleichsinnig sowie gegensinnig
ausgelenkten Pendel sind aufzuzeichnen und ihre
Schwingungsfrequenzesq, , Sowievgr, ,Zu bestimmen.

3. Aufgabe: Essind die Schwebeschwingungen der mit Torsionsstédben R =
1; 1,5; 1,75 und 2 mm Radius gekoppelten Pendel
aufzuzeichnerund ihre Schwingungsfrequenzeg , sowie
Vsr1,ZU bestimmen.

4. Aufgabe: Aus den Messergebnissen istier Auswertung der jeweilige
Kopplungsgradk der Pendel sowie der Schubmodul G des
verwendeten Stabmaterials zu bestimmen.
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4. Versuchsaufbau

Ta

Abb. 3:

Doppelpendel mit
Einzelpendeln PP,
Torsionsstab S zwischen
Bohrfuttern K, F, und
TachogeneratorenTT,

F
P,
m
[~11 ’ m/

Abb. 3 zeigt den Aufbau der gekoppelten Pendeliid B schematisch. In der
geménsamen Drehachse der Penilein Torsionsstab S gelagert, an dessen
Endenuber zwei Bohrfutter fund F die Pendel gekoppelt sind. In zwei Tacho-
Generatore; und T, werden zu den Drehgeschwindigkeitep/dt und dp,/dt

der Pendel proportionale Spannungenuad U, erzeugt, die tber ein Interface
von einem PC registriert werden. Der zeitliche Verlay{bzw. U,(t) entspricht

bis auf einen Phasenfaktof2 (T/4 Zeitverschiebung) dem zeitlichen Verlauf der
Auslenkwinkelp, und¢, der Pendel.

DurchVeréandern der Massen m der an die Pendel angehangten Scheiben und ihre
Positionenan den unteren Pendelenden kénnen die Schwingungszeiten grob,
durchverstellbare Gewichte an den oberen Pendelenden (hier nicht gezeigt) fein
justiert werden.

Die Aufnahme und Auswertung der Messdateyft)luund U(t) im PC wird
innerhalb des allgemeinen MessprogramBiSSY Labmit der Messdatei
DoppelpendetiurchgefiihrtDas Programm ist mentigesteuert und gestattet neben
der Messwertaufnahme (}JU,, t) die Berechnung und Anzeige der Daten in
Tabellen oder Graphen sowie ihre direkte graphische Auswertung.
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Hier werden die Spannungen |it) ~ dg, /dt und die ,Frequenzspektrens Kf),
(Fast-Fouriertransformiertemon U, (t)) aufgezeichnet. Letztere zeigen durch
Peaks im Frequenzverlauf (zwischen ca. 0,5 und 1,0 Hz) an, welche Frequenzen
die untersuchten Schwingungen enthalten. Diese kdnnen Uber mittels Maus
ausgewahlteefehlen (s.u.) am Bildschirm einzeln ausgewertet, im jeweiligen
Graphenmarkiert, notiert und in einer Messdatei gespeichert werden. Diverse
einstellbare Messparameter wie Zeitintervall (i, i+1), Einzel- und Gesamtmesszeit,
etc. sind wahlbar jedoch in der Messd@&teppelpendebereits voreingestellt.

Abb. 4 zeigt den Programmbildschirm zur Messd&teppelpendemit einem
bereitsausgewerteten Messbeispiel, dem Frequenzspektrum einer Schwebungs-
schwingung gekoppelter Pendel.

B CASSY Lab - 250108 4 1 [=1 3

ol BEl o 88 & @ Budu |Fd s

Standard  Spekibum | Integrall
P/Hz|  Fasv|  Fhev]| -] Faﬂ Fa|,:b|

064705 0,00 0.0 _I
Fa - L - iy
065316 o001 0002 e - 7= 0,584360 Hz, o= 0097308 HE f= 0743800 Kz, o= 0007218 Hz

06532 £.001 f.002 | f= 0pe4s0d Hz, o 0722 HE f= 0743715 He, o= 0,007502 He
0,002 0,003 '
0.022 0024 4
0.082 0.086
0.088 0084
058978 0072 0077
053589 0.033 0035 005
070133 0.006 0.007
0.70809 0.003 0002 4
0.71420 0.002 0002
0.72030 0.002 0002 -
0.72647 0.005 0006
0.73251 0.023 0027 .
0.73862 0.064 0058
0.74472 0.078 0070
0.75082 0.053 0043
0.75633 0018 o7 A
0.76302 0.002 0002 I | : | : | : | : | I
0.76314 0.001 0.001 i il iy il ik .
0.77524 0.001 o =] F/Hz

| = 0688413 Hz, &= 0002110 Hz | @ by LD Didactic GmbH, 1993-2007

Abb. 4: Bildschirmansicht des graphisch ausgewerte@®pektrumsiner
Schwebeschwingurigy Messprogramroppelpendelschwarz: Pendel
1, rot: Pendel 2

In der oberen Menueleiste des Programms befinden sich die per Mausklick
aktuierbarerProgrammbefehle v.l.n.NeueDatei, Datei laden, Datei speichern,
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Datei drucken, Stafbzw. Stoppder aktuellen Messunlylessparameteetc.

In der darunter liegenden Dateileiste werden im Ordtandarddie direkt
aufgenommenemesswerte .t U,, U links darunter in einer Tabelle, rechts
daneben in einem Graphen zweifarbig (a,b) dargestellt.

In dem in Abb. 4 gezeigten DateiordiSgektrunsind die spektralen Werte &nd

F, der Schwebungsschwingung gezeigt. Die entsprechende Skala kann nach
linkem Mausklick (LM) auf E bzw. K, (im Késtchen links oben gezeigt) mit
gedrickter LM vertikal verschobemerden; nach rechtem Mausklick (RM) kann

sie verandert werden. Ebenso kann die gemeinsame Frequenzachse varrier
werden.

Die im Graphen von Abb. 4 sichtbaren Peaks (links/fiirechts flivg,) sind fur
Pendell (schwarz) und Pendel 2 (rot) nahezu identisch. Die Bestimmung ihrer
Frequenzwertegeschieht zweckmaligerweise zuerst migédriickt, schwarz,
dann F gedriickt, rot, folgendermafien:

Zur getrennten Auswertung eine Skala (z.B.degen die andere (z.B,)F
leichtverschieben, so dass die Basiswerte versetzt zueinander sind (s. Abb.
4);

mit RM Uber der Grafik das Grafik-Menue o6ffnen, mit Liveitere
Auswertungen, Peakschwerpunkt bestimméhlen;

mit gedriickter LM symmetrisch Uber die Messsymbole in der Basislinie des
auszuwertenden Peaks ziehen (die ausgewahlten Messwerte werden
invertiert dargestellt); nach Loslassen erscheint eine vertikale Linie beim
Peakschwerpunkt;

mit RM bzw. LM Markierung setzen, Temtdhlen, nach Erscheinen des
Textfensters (mit Frequenzwerten und Fehler der Linie YQikdnit LM
Text an der gewlinschten Stelle absetzen.

Mit dem Befehlletzte Auswertung I6schem Grafik-Menue kann die jeweils
zuvor durchgefuhrte Auswertung, z.B. zu ihrer Wiederholung, geldscht werden.

5. Versuchsdurchfiihrung

Die beiden Pendel werden entkoppelt. Die Massenscheiben (m = 2 kg) sollten fur
jedesPendel im Abstand,|= 0,45 m von der Pendelachse angebracht sein. Die
Pendelsind nach gleichsinniger Auslenkung um einen Winkel von ca. 5° zum
Schwingenzu bringen. Fragen Sie die fiir den Versuch zustandige studentische
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Hilfskraft, ob die Pendel schon auf gleiche Schwingungsdauer justiert sind.
Gegebenenfallsind sie durch die Feinjustierung an den oberen Pendelenden so
langenachzuregulieren, dass sich nach ca. 50 Schwingungen keine beobachtbaren
Abweichungen zwischen den Schwingungsphasen feststellen lassen.

SchlieRen Sie d&Steckernetzteil des Cassy-Interface an die Stromversorgung an
und schalten Sie den PC (unter der Tischplatte) ein. Nach Hochfahren des
Rechnersst vom Desktop das Progran@assylLalzu laden und (nhach SchlieRen
der Einstellungsfenster) im Ordn@&raktikum\Doppelpendetiie Messdatei
Doppelpendel.labDer DateiordneStandardsollte eingestellt sein.

5.1 1. Aufgabe

Die Pendel sind gleichsinnig auf etwa 5° auszulenken. Nach Loslassen der Pendel
ist durch LM auf das Stoppuhrsymbol die Messung zu starten. Schalten Sie nach
Ablauf der Messzeit (120 s) auf den Datenorddgektrunum und optimieren Sie
denGraphen in der Skalierung Bzw. F, sowie gegebenenfalls f. Bestimmen Sie
nach Verschieben der Basislinigdte Peakfrequenzesie oben angegeben.

NotierenSie die Frequenzwertghizw. {, (es gentigen 4 Nachkommastellen!) d.h.
vg; bzw. vg, der Schwingungen der Schwerependel und speichern Sie die
Messdateunter dem Name@ruppennr_Aufg.Nr.1a(z.B.123 1a) im Ordner des
laufenden Semesters ab.

Danachsind von Pendel 1 zur Bestimmung der Tragheitsmomente | pdie |
Massescheiberu entfernen. Nach Auslenkung des Pendels 1 ist die Messung
ernaut zu starten und nach dem Ende der Pendelbewegung vorzeitig zu stoppen,
danachwie zuvor die Frequenz £ vg;,zu bestimmen und zu notieren sowie die
Messdatenin der DateiGruppennr_Aufg.Nr.1b(z.B.123_1b) im Ordner des
laufenden Semesters abzuspeichern.

5.2 2. Aufgabe

Die mit je 2 kg belasteten Pendel werden mit einem Torsionsstab mit nominell 1
mm Radius gekoppelt und nach gleichsinniger (mdglichst gleicher) Auslenkung
(warum?)um ca. 5° zum Schwingen gebracht. Die Schwingungsfrequegaen

vg, Sind wie zuvor zu bestimmen und die Messdatei unter dem Namen
Gruppennr._Aufg.Nr.2éz.B.123_2a) wie zuvor abzuspeichern.

Danachsind die mit dem selben Torsionsstab gekoppelten Pendel nach (mdglichst
gleicher!)gegensinniger Auslenkung um ca. 5° zum Schwingen zu bringen und in
derAuswertung der Messung die Schwingungsfrequenaemdf{ bzw.vs;, und

vgr, ZU bestimmen, zu notieren und die Messdaten mit dem Namen
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Gruppennr._Aufg.Nr.2fz.B.123_2hH wie zuvor abzuspeichern.

5.3 3. Aufgabe

HaltenSie Pendel 2 in der Ruhelage fest und lenken Sie Pendel 1 um ca. 5° aus.
StartenSie nach Loslassen beider Pendel die Messung und bestimmen Sie in der
Auswertung der Messung die Frequenaep, sowie vsr, , der Schwebe-
schwingung.

Im allgemeinen ist mit dem Torsionsstab von 1mm Radius die Kopplung der
Pendelso schwach, dass die Frequenzpeaksryomdvg; im Spektrum nicht
hinreichend aufgel6st sintlediglich ein breiterer Peak bzw. ein Doppelpeak um
die Kopplungsfrequenz, erscheint, s. Gl.(22). Bestimmen Sie dahgrim
Spektrumals Schwerpunkt des gesamten Peaks und die Schwebungspgtiode T
im Diagramm des Standardordners. Letzeres geschieht folgendermalR3en:

Im Standardordner mit RM im Grafikmenhtarkierungsetzen, senkrechte
Linie wahlen, diese mit LM an die jeweiligen Stellen der
Schwebungsnullstellen absetzen;

dannmit RM Markierung setzen, Differenz messmit LM eine jeweils
eine horizontale Linie zwischen den Vertikalen ziehen;

danachjeweils mit RMMarkierung setzen, Texden Wert der Lange der
Linie d.h. den zeitlichen Abstand, Jmarkieren.

NotierenSiev, und die ermittelten Schwebungsperioden und speichern Sie die
Daten unter dem Dateinam&mnuppennr._Aufg.Nr.36.B.123_33.

Anm.: In der Auswertung kénneg undvg; mit Gin. (22) u. (24) aus, und Tg,
berechnet werden.

BestimmerSie darauf die Schwebeschwingungen der mit den Torsionsstaben mit
nominellR = 1,5; 1,75 u. 2 mm gekoppelten Pendel und notieren sowie speichern
Sie die Frequenzen bzw. Messdaten in den Dat@ierppennr._Aufg.Nr.3b,c,d
(z.B.123_3b,c,il

Zum Abschluss der Messungen sind die genauen Durchmesser der Torsionsstébe
mit einer Mikrometerschraube zu bestimmen. Messen Sie diese fir jeden Stab
mindestens dreimal an verschiedenen Stellen des Stabes.

Drucken Sie fur das Protokoll den Zeitverlauf der Schwingungen sowie das
Frequenzspektrumder ungekoppelten sowie der mit Stab R = 1 mm gekoppelten
Pendel aus.
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6. Auswertung

BestimmerSie den Mittelwert der jeweiligen Schwingungsfrequenzemdvg;
der Pendel 1 und 2 sowie deren mittleren Fehler.

BestimmerSie den Kopplungsgradder Pendel fur die verschiedenen Radien der
Torsionsstébe.

Zur Bestimmung des Schubmoduls der Stabe ist zunachst aus den Ergebnissen der

1. Aufgabe mit Gl. (31) das Tragheitsmoment | von Pendel 1 zu berechnen.
m=2kg, 1,=0,45m

GemalGl. (26) solltevg;? proportional zu Rvariierenys? gem. Gl. (4) nicht vom
Radiusder Stabe abhangen. Der Schubmodul ist grafisch aus der Steigung einer
Ausgleichsgeraden,2(R* zu ermitteln. Hierbei sind die jeweiligen Messfehler
Avg; sowieAR =+ 0,01 mm zu beriicksichtigen. Tragen Sie dgZwndv tiber
R* auf Millimeterpapier auf. Zu jedem Messpunkf undvg? ist (wenn maglich)
ein vertikaler sowie horizontaler Fehlerbalken

Avg? = *+ NgAvgr, AR* =+ 4RAR
einzuzeichnenDiese Fehlerbalken spannen jeweils ein Rechteck um jeden
Messpunkauf. Zeichnen Sie zunachst fiif eine ausgleichende Horizontale, fir
vsi eine Gerade ein, welche die Messpunkte optimal verbindet. Bestimmen Sie die
Steigung S dieser Geraden und berechnen Sie hieraus G

G=4tl,1S

Furdie eingespannte Lange der Torsionsstabe ist ein mittlerer Wwedt32 m zu
benutzen.

Zeichnen Sie danach zwei Ausgleichsgerasgfi(R) mit maximaler und
minimalerSteigung S so in den Graphen, dass noch alle Fehlerrechtecke getroffen
werden.Bestimmen Sie aus diesen Steigungep, Gnd G, und hieraus den
Fehler

AG:G}nax'GgG'anin

Vergleichen Sie das Ergebnis G\& mit Literaturdaten fir den Schubmodul:
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Messing (CuZn,) G =36 GPa
Kupfer G =45 GPa
Edelstahl (FeNiCr) G =65 GPa

(1 GPa = 1ON/n?)

Diskutieren Sie das Messergebnis auch hinsichtlich weiterer mdglicher Fehler.

7. Fragen zur Selbstkontrolle

1

2)
3)

4)
5)

6)
7)
8)

Was ist der Unterschied zwischen eingmhysischenund einem
mathematischeRendel?

Wie lauten die Bewegungsgleichungen dieser Pendel?

Wovon sind dieEigenfrequenzerines physischen bzw. eines mathema-
tischen Pendels abhangig?

Ist diePeriodendauerines Pendels von der Auslenkung abhangig?

Wie bestimmt man mit einem mathematischen Pendel die Erdbeschleuni-
gung?

Wieviel Eigenfrequenzehesitzen zwei gekoppelte Pendel?
Welche spezielleBchwingungsformelpesitzen zwei gekoppelte Pendel?

Wie kann aus den Schwingungen der Pendel im vorliegenden Versuch ihr
Tragheitsmoment, wie der SchubmodulG der Torsionsstabe ermittelt
werden?
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Versuch A 5: Pohlsches Drehpendel

1. Literatur: Bergmann-Schaefer, Lehrbuch der Experimentalphysik,
Bd. I: Mechanik
Gerthsen-Kneser-Vogel, Physik
Pohl, Einfihrung in die Physik, 1. Bd.: Mechanik
Walcher, Praktikum der Physik

Stichworte: Pendelbewegung; Schwingung, harmonisch, frei, erzwungen,
ungedampft, gedampft; Wirbelstrombremse; Resonanz;
Phasenraum; Fouriertransformation; anharmonische und
chaotische Schwingungen

2. Grundlagen
2.1 Freie ungedampfte Schwingung

Wirkt auf einen beweglichen Korper, der aus seiner Ruhelage ausgelenkt wurde,
lediglich eine der Auslenkung entgegen gerichtete und zu ihr proportionale Kraft,
wird er eineharmonischeSchwingungum seine Ruhelage ausiiben, d.h. seine
Auslenkung wird allgemein durch eine Linearkombination der Zeitfunktionen
sin(wt) und cost) beschrieben; es handelt sich um efree ungedampfte
harmonische Schwingundgie Maximalauslenkung und Energie dieser
Schwingung ist zeitlich konstant.

Ein einfaches Beispiel hierflir ist das mathematische Schwerependel (Abb. 1a).
DiesesFadenpendel ist idealisiert, da seine Masse m punktférmig, der Faden mit
Lénge | dehnungsfrei und masselos und dariiber hinaus die Aufhdngung und
Bewegungdes Pendels als reibungsfrei angenommen wird. Ist die Bogenlange s
= | ¢ die Auslenkung deasse m, wirkt aufgrund der Schwerkraftdie Kraft

F. = - m g sing in Richtungder Auslenkung. Fir kleine Winkelist sing = o;

F.= mge =mags/I sodass dann die Bewegungsgleichung des Pendels lautet:

mlg + mge =0 bzw. §+Tgs:0 1)

Die allg. Lésung dieser linearen homogenen Differentialgleichung 2. Ordnung fiir
die zeitabh&angige Auslenkung s(t) lautet:

s(t) = sysin(wyt + o) (2)
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b) | e

Abb. 1:
a) Mathematisches Pendel, b) Drehpendel nach Pohl

s, ist die Amplitude der Schwingung, = 2rf, = 2t/T, = (g/l)* die Kreisfrequenz,
f, die Frequenz, Jdie Schwingungsdauer uncein Phasenwinkel,sinda sind
durch die Anfangsbedingungen der Schwingung s(0}%(0)destgelegt.

2.2 Freie gedampfte Schwingung

In makroskopischen, mechanischen Systemen kommen ungedampfte
Schwingungerselten vor. Eine reales Pendel erféhrt wéhrend seiner Bewegung
Reibungskréftez.B. bedingt durch die Reibung der Lager. Ein Beispiel fir ein
solchegeales Pendel ist das in diesem Versuch eingesetzte Drehpendel nach Poh
(Abb. 1b). Eine runde Metallscheibe ist im Zentrum mit einer horizontal liegenden
Drehachsgelagert. Mit der Drehachse verbunden ist das innere Ende einer um die
Achse gewundenen Spiral-Blattfeder. Deren aul¥neke ist an einem ebenfalls

um die Achse drehbaren Hebel H befestigt. Wird bei festgehaltenem Hebel die
Scheibeum einen (kleinen) Winkep aus der Ruhelage gedreht, bewirkt die
dadurcherzeugte Spannung der Feder ein riicktreibendes DrehmomentDp.

D ist die Winkelrichtgro3e der Feder. Ist die Reibung des Pendels viskos, z.B.
infolge der inneren Reibung des Olfilms im Drehlager oder der Wirkung einer am
Pendel montierten Wirbelstrombremse (s.u.), wirkt ein weiteres, die Bewegung
hemmende®rehmoment M = - R ¢. Die Bewegungsgleichung figr bzw. die
Auslenkung s = p des Pendels (r = Scheibenradius) lautet damit:
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lg +Rep +Dgo =0 bzw &+ 2ps+wis=0 (3)

| ist das Tragheitsmoment der Scheibe (s. Versuch A8, Tragheitsmomente),
2B = R/l ein Reibungskoeffizienty, = (D/I)* die Kreisfrequenz der ungedampften
Pendelschwingung. Die Lésung der Dgl. (3) hat die Form:

(1) = s, @

Einsetzen in GI. (3) fuhrt zur charakteristischen Gleichung:

32+ 2BL + of = 0 (5)

mit den Lésungen:
Mo = - BE B - (6)

Die allg. Lésung fur die Pendelbewegung ist mit Gl. (4) und (6) die
Linearkombination

s(t) = c, e + c,e™ @)

Werdendie speziellen Anfangsbedingungen s(0) eral §(0) = 0 gewahlt, lautet
die Lésung

S

7‘27)‘1

s(t) =

A, e’ -A exzt) (8)

Zur Diskussion der Pendelbewegung werden drei Falle mit unterschiedlfchem
als Mal3 fur die Starke der Dampfung betrachtet:

1.) Im Fall B > ®, sindi, undi, beide reell und negativ. Die Bewegung ist stark
gedampft.Das Pendel schwingt nicht sondern bewegt sich monoton (und relativ
langsampaus der Anfangsposition in die Ruhelage. Man nennt dieKriechfall

(s. Abb.2a).

-A5.4 -

2.)Im Fall B <w, sindi, undi, komplex. Es liegt nur eine schwache Dampfung,
derSchwingfallvor (s. Abb. 2b). Mits = (&, - 3™, A, = -B = i @ folgt:

S(t) ) soe*ﬁt( eiwt +2e*iwt . % eiwt ;ie*iwt)
9)

- soe*ﬁ‘(cos(cot) + BSin((ﬂt))

w

Gl. (9) stellt eine Schwingung dar, deren Amplitude zeitlich exponentiell abnimmt.
Aus den Nullstellen der zeitlichen Ableitung von s(t) erhalt man die

Maxima bei: t=2zn/o=nT,
Minima bei: t=2n(n+%)/o=nN+%)T n=0,1,2,...

DerFaktor ef! in Gl. (9) ist dieAmplitudenfunktiorfs. Abb. 2c). Das Verhaltnis
zweier aufeinander folgenden Maxima der Schwingung Vidédnpfungs-
verhéltnisk genannt,

_os(t)  pT
s © (10)

bzw. BT =A =Ink, dadogarithmische Dampfungsdekremebtis Verhaltnis
der Schwingungszeiten von gedampfter und ungedampfter Schwingung ist:

(11

In den meisten Fallen unterscheiden sich T uauf wenig (< 1 %).

3.) Der Fall B = o, heil3tAperiodischer GrenzfalDie Losung fur die Bewegung
des Pendels ergibt sich durch Grenzwertbildarg0 aus Gl. (9):

s(t) = e P(1 + 1) (12)
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1

Abb. 2: Gedampfte Schwingung: a) Kriechfdll=10 e, ;
b) Schwingfall,p = w, /10 ;c) Amplitudenfkt. expt) fur
Schwingfall; d) aperiodischer Grenzfdll= o,

Im aperiodischen Grenzfall bewegt sich das Pendel bei gegebener Kreisfrequenz
®, ohne vor und zurlick zu schwingen in der kiirzesten Zeit (T,) von der
Anfangsposition in die Ruhelage (s. Abb. 2d).

2.3 Erzwungene Schwingung

Betrachtetsei wieder das Drehpendel (Abb. 1b). Wird der Hebel, mit dem das
Pendeliiber die Spiralfeder gekoppelt ist, durch eine zeitabhéngige Kraft F(t)
periodischum den Winkelp: gedreht, wirkt auf das Pendel ein periodisches
Drehmoment M = Dgg(t). Hat ¢(t) die Zeitabhangigkeit cosf) bzw. in
komplexerDarstellung exp(it), lautet mit Gl. (3) die Bewegungsgleichung des
Pendels

lo + Rg + D¢ = D @c(t) = Acoswt)
_ (13)
bzw. &+ 25 + wos = ae'°!
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Dieseinhomogene Dgl. 2. Ordnung hat neben den zuvor diskutierten Losungen
derhomogenen Dgl. (3) eine weitere, partikulare Losung, die der Zeitabhangigkeit
desErregers entspricht. Nach Abklingen der Eigenschwingung, Gl. (9), bzw. nach
einer Einschwingzeit wird das Pendel mit der Kreisfrequenzles Erregers
schwingen. Mit dem Ansatz:

s(t) = s,cos(mt+a)  bzw. s(t) = s et 14

kdénnenaus Gl. (13) die Amplitude, sler (stationaren) Pendelschwingung und ihr
Phasenwinkela relativ zur Erregerschwingung in Abhangigkeit von der
Kreisfrequenze bestimmt werden. Einsetzen von s und dessen zeitlichen
Ableitungen in Gl. (13) liefert nach Division durch s

, 2 a i
Z:—w2+2B|w+wo:S—e' (15)

bzw. getrennt in Real- und Imaginérteil sowie Betragsquadrat von Z:

wp - 02 = 2cosu , 2Bo = - Zsina
Sﬂ) SLL)
) (16)
(w(Z) _ wz)z + 4320)2 _a
2
S(JJ
und damit
) S o’
o = farctar( ZB‘O ) R 0 a7
2
0~ ® S \/(035 ~ 02+ ABP?

mit §, = s, (0=0) = a /o

Abb. 3 zeigt die auf snormierte Amplitude sder erzwungenen Schwingung
sowie den Phasenwinkelals Funktion der aub, normierten Kreisfrequena
der Erregerschwingung fur verschiedene Dampfungsgpade Die Amplitude
der ungedampften Schwingun@ £ 0) divergiert an deResonanzstelle = o,,.
Mit anwachsender Dampfung nimmt das Resonanzmaximum e sind
verschiebt sich zu Frequenzep,, < o,
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Abb. 3: Rel. Amplitude s/s, und Phasea der erzwungenen
Schwingungrs. Kreisfrequena der Erregerschwingung fur
verschieden®ampfungsgradf/o,; o, = Kreisfrequenz der
freien ungedampften Schwingung= Resonanzmaxima

1
S , B B e ®o (18)
®o o5

Der Phasenwinkel der ungedampften Schwingung springt mit steigendem
derResonanzstelle = m, von 0 auf z. Bei der gedampften Schwingung ist der
Abfall von 0 auf z stetig und mit wachsender Dampfuyhigeio = v, zunehmend
flacher. Unabhéangig vopist a(w,) = -n/2.
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2.4 Anharmonische Schwingungen

2.4.1 Geringe Anharmonizitat

Voraussetzung fur die Ausbildung harmonischer Schwingungen eines
mechanischeschwingfahigen Systems ist die Proportionalitét von Auslenkung
und ricktreibender Kraft. Diese ist in den zuvor diskutierten Beispielen
Fadenpendel und Drehpendel nur bei kleinen Auslenkungen gegeben.

Bei groRer Auslenkung des Fadenpendels igt sinht mehr proportional za,

wie in Gl. (1) angenommen. Das ricktreibende Drehmomeptdies hier
verwendetemrehpendels zeigt mit groRer werdender Auslenkung ebenfalls kein
zu @ proportionales Anwachsen mehr. Es wird vielmehr der Zusammenhang
Mp(9) = Dy + D,@® beobachtet. Entsprechend ist eine am Rand der
Pendelscheibangreifende Tangentialkraft F, welche die (statische) Auslenkung
s bewirkt:

F(s) = 8,5 + 8,5° = §,(s + 55?) (19)

Fir eine freie ungedampfte Schwingung des Pendels lautet damit analog zu Gl.
(3) die Bewegungsgleichung

§+ wi(s+5s%) =0 (20)
Zur ndherungsweisen Lésung dieser nichtlinearen Dgl. wird im Fall schwacher
Anharmonizitat,d.h. fur 8s® « s, angenommen, dass die Eigenschwingung des
Pendelsm wesentlichen noch die Form der harmonischen Schwingung hat, d.h.
s = scos@t), dass aber die Frequenz von der Eigenfrequens, des
harmonischen ungedampften Pendels abweicht.

Mit dem Losungsansatz s 7 @st) folgt aus Gl. (20) mit der N&herung:
cos(ot) = ¥ cos t), § =38 s°s

2 3 2 w 3 2
w2:w0(1+1880) bzw. Eo:1+§650 (21)
Diesbedeutet, dass mit steigender AuslenklydiesKreisfrequena der freien
ungedampfterSchwingung anwéchst. Dieses Anwachsen waet fiir das im
Versuchbenutzte Pendel schon bei mittlerer Auslenkung grof3er als die Abnahme
von o infolge der Dampfung (GI. (11)).
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Fir die gedampfte erzwungene Schwingung des Pendels gilt entsprechend Gl.
(13) bei gréerer Auslenkung die Dgl.

S+ 2B5+ wo(s+ 8s%) = ae'®! (22)

Unter der Bedingung schwacher Anharmonizik#nn wie zuvorss®
naherungsweiseurch 3%.8s,?s ersetzt werden. Die Berechnung der Lésung
erfolgtwie bei der harmonischen Schwingung, GIn. (13 - 17). Die (fur s implizite)
Lésung o, (s) lautet

wh, - 1+ cs” - 2B7 = JApi(B7 - (1+cs) -5
2 O, (23)
o = - arctar( 7)
[}

1+csr27 ;

Hierbei sind der Ubersichtlichkeit halber reduzierte GroRen gewéahlt worden:
o, = 0/o,, C = ¥48S7, § = S/% B, = Blw,.

Abb. 4 zeigt graphisch das Ergebnis fir die anharmonische Resonanz, Gl. (23),
ahnlich wie Abb. 3 fur den harmonischen Fall. Man beachte jedoch die
unterschiedlichen Wertebereiche vgruade!

Wie schon die Gl. (21) vermuten lasst, verschiebt sich die Resonanz bei groRer
Auslenkungs zu groReren Frequenzen, was die ,Schréglage” der Resonanzkurven
in Abb. 4 verursacht. Bei genligend geringer Dampf@iregfullen deshalb in
einem begrenzteRrequenzbereich > o, bei gegebener Kreisfrequenzleich
dreiverschiedene Auslenkungenmsit verschiedenen Phasenlie Dgl. (22), die
mittlere ist jedoch instabil und wird nicht beobachtet. Wird das Pendel mit
steigendefFrequenzy betrieben, wird die groRe Auslenkung beobachtet, bis die
Frequenamit der Maximalauslenkung tberschritten wird. Dann &ndert das Pendel
sprunghaft seine Phasenlage (Abwartspfeil in Abb. 4) und zeigt nur noch die
kleine Auslenkung. Diese bleibt auch bei anschlielRender Reduzierung der
Frequenz stabil, bis der Frequenzbereich mit der Mehrfachldsyiad s
unterschritten wird. Dann springt das Pendel wieder in den Bewegungszustand mit
dergoReren Auslenkung zuriick (Aufwartspfeil). Beim Durchfahren der Resonanz
zeigt das gering bedampfte Pendel Hysterese. Sein Bewegungszy&tamésgt

in einem begrenzten Frequenzbereich vom zeitlich zuvor durchlaufenen ab.
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I
Blw,= 0,01

1.2

oo/(no

Abb. 4: Rel. Amplitude s/s, und Phasea der erzwungenen
anharmonischen Schwingung vs. rel. Kreisfrequend,
der Erregerschwingung fuir verschiedene Dampfungsgrade
Blwy; ®, = Kreisfrequenz der freien ungedampften
hamonischen Schwingung.-----: Lage der Resonanz-
maxima

2.4.2 Starke Anharmonizitat

Die Bewegung des Drehpendels lasst sich durch die Montage zusétzlicher Masser
an der Pendelscheibe drastisch verandern. Wird ein Massestiick m im Radius r
von der Drehachsentfernt an der Zeigerposition des Pendels befestigt, wirkt bei
seiner Auslenkung neben dem ricktreibenden Moment &h zusatzliches
DrehmomenM,, = F,r,, = mg [, sing (s. Abb. 5). Solange die Masse m klein
genugist, so dass das gesamte Drehmoment M 5=+#vM,, < 0, d.h. noch
ricktreibend ist, bleibt die Ruhelage=0) des Pendels stabil.

Fur Auslenkungen =< @ = s/ r <z kann sing durch¢ - ¢%8 angenahert
werden. Fir das gesamte Drehmoment ergibt sich dann
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Abb. 5:

Drehmoment M=K r,,
auf das Drehpendel
infolge der Zusatzmasse m

mgr (24)

Dies bedeutet, dass infolge einer geringen Masse m lediglich die Kreisfrequenz
der ungedampften Pendelschwingung= (D, / 1)* abnimmt und die zuvor
diskutierte Anharmonizitét ([p der Schwingung anwéchst.

Ist jedoch die Masse m >, g r.,, wird D, negativ und damit die Ruhelage des
Pendeldei s = 0 instabil. Das Pendel findet ein neues Gleichgewicht bei endlicher
positiver oder negativer Auslenkung s.

Zur Diskussion der freien Schwingung eines solchen Pendels wird ihre Energie E
als Summe von potenzieller und kinetischer Energie in Abhangigkeit von der
Auslenkung s betrachtet.

I -2 1.y 1.
E:Ekin+Epot:§(P +§D0(p2+ZD1(p4
(25)
:LVZJrESSSZJrES:/ls‘l
2r2 2 4

Abb. 6a zeigt oben schematisch die potenzielle EnergigsE fur die
harmonischézw. schwach anharmonische Schwingung, bei der in GI5{25)
undder Term~ &' klein im Vergleich zu dem s ist. In der Mitte zeigt Abb. 6a
dasPhasenraumdiagramm(s) fir den Fall der freien ungedampften Schwingung.
Die Linien im v(s)-Diagramm, sogTrajektorien beschreiben die zeitliche
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Abb. 6:

Potenzielle Energie (oben),
Phasenraumdiagramme der
ungedampften Schwingung
(Mitte) und der gedampften
Schwingung (unten) fir

a) harmonisches oder leicht
anharmonisches,

b) stark anharmonisches
Potenzial

a)

Abfolge aller Bewegungszustéande (s(t), v(t)), die das Pendel durchlauft.

Gehtkeine Energie durch Reibung bzw. Dampfung verloren (E = const.), sind die
Schwingungenperiodisch und die Trajektorien in sich geschlossene Kurven

(Ellipsen furharmonische Schwingungen). Fir den Fall mit Dampfung (Abb. 6a,

unten) sind die Trajektorien Spiralen, sie enden in der Gleichgewichtslage
(Potenzialminimum).

Abb. 6b zeigt oben das stark anharmonische Potenzial mit zwei Minima an den
Gleichgewichtslagedes Pendels fir den Fall, dass aufgrund der Zusatzmasse m
in Gl. (25) Oy bzw.3, < 0 ist. Wenn bei fehlender Dampfung die Gesamtenergie
derPendelschwingung gréi3er ist als die Differenz der potenziellen Energie bei der
Position s = 0 und denen der Minima, liegen die Trajektorien der freien
Schwingungen symmetrisch um die Position s = 0; andernfalls sind die
Schwingungeneweils auf die Umgebung eines Potenzialminimums beschrankt
(Abb. 6b, Mitte). Tritt Dampfung auf, endet die Trajektorie der freien Schwingung

in einem der beiden Potenzialminima. Dabei ist durch den Anfangszustand und die
Dampfungfestgelegt, welches der beiden Minima den Endzustand darstellt. Der
Schwingungszustaraeibt berechenbar (deterministisch). In der Praxis ist jedoch
bei geringer Dampfung (viele Schwingungen um beide Potentialmulden) der
Anfangszustand nicht genau genug einstellbar, so dass sich nicht vorhersagen
lasst, in welchem Minimum das Pendel zur Ruhe kommt.
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Abb. 7 zeigt Messergebnisse zu erzwungenen Schwingungen des im Versuch
benutzterund mit der Kreisfrequeni: erregten Drehpendels. Abb. 7a zeigt oben
den zeitlichen Verlauf s(t) einer harmonischen Schwingung. Darunter ist das
Frequenzspektrurfi(m), die Fourier-Transformierte von s(t) wiedergegeben (s.
Versuch C3: Analyse akustischer Schwingungen). Es stellt dar, mit welchem
Gewichtverschiedene Frequenzerozw. f in s(t) enthalten sind. Enthalt s(t) z. B.
nur die Zeitfunktion simgt, ist f,(w) eine Deltafunktiod(w - wg). Wird s(t) Uber

einen begrenzten Zeitraufs registriert,hat f;, einen endlich breiten Peak lgj,
derKreisfrequenz des Erregers (Abb. 7a, Mitte).Die Halbwertsbreite des Peaks ist
proportionalzur inversen SchwingungsdaueatlDas in Abb. 7a unten gezeigte
Phasenraumdiagrami{s) gleicht dem der freien ungedampften harmonischen
Schwingung (Abb. 6a).

In Abb. 7b ist oben s(t) flr eine erzwungene stark bedampfte Schwingung des mit
zwei Zusatzmassen bestiickten Pendels wiedergegeben. Die Schwingung hat eine
wohldefinierte Periodendauer, gleichwohl ist sie nicht sinusférmig. Das
Frequenzspektrum lasst erkennen, dass neberderdschwingungnmit der
Kreisfrequenzw des Erregers weitere Schwingungen, $dlgerschwingungen

mit Kreisfrequenzen @&, 3wg, 4wg, usw. auftreten. Das darunter gezeigte
Phaseraumdiagramm &hnelt dem in Abb. 6b gezeigten. Die Trajektorie ist
praktischgeschlossen, obwohl kleine Schwankungen der periodischen Werte von
v und s auftreten, die Schwingungdstasi-periodisch

In Abb. 7c ist das Verhalten der erzwungenen Schwingung des mit Massen
bestuckten Pendels bei geringerer Dampfung wiedergegeben. Der zeitliche Verlauf
derAuslenkung s(t) hat grob gesehen noch eine gewisse Periode, die Amplituden
derSchwingung sind jedoch stark schwankend. Das Frequenzspektrum zeigt zwar
nochdas Maximum bei der Kreisfrequenz des Erregers, daneben tritt jedoch ein
ganzes Band weiterer Frquenzen auf, welche mit der Grundfrequenz in
offensichtlich keinem einfachen rationalen Verhéltnis stehen. Das
Phasenraumdiagramoffenbart, dass die Schwingung nichtperiodisch ist. Die
Trajektorieist keine geschlossene Kurve, sie wiirde bei genligend langer Messzeit
vermutlich das ganze (innere) Phasenraumvolumen durchlaufen. Der
Schwingungszustarigt nach kurzer Zeit nicht mehr berechenbar, die Schwingung
ist chaotisch

Abb. 7: Auslenkung s(t), Frequenzspektrurfu) und Phasenraum-

diagrammv(s)

fur a) erzw. harm. Schwingung, b) stark gedampfte und

¢) schwach gedampfte erzw. anharm. Schwingung

3. Aufgabenstell
Teil |
1. Aufgabe:

2. Aufgabe:

3. Aufgabe:

ung
Harmonische Schwingungen

BestimmenSie die Rickstellkraft F(s) des Drehpendels fir
Auslenkungen s = 0 bis 20 cm.

Untersuchen Sie die freie Schwingung des Drehpendels fur
unterschiedlich starke Dampfungen. Bestimmen Sie die
Schwingungsfrequenz f, die Amplitudenfunktion und
Dampfungskonstanfgsowie die Schwingungsfrequenaer
freien ungedampften Schwingung.

Untersuchen Sie die erzwungene Schwingung fir zwei
verschiedene Dampfungsgrade bei Erregerfrequenzen f
zwischenO und 0,7 Hz. Bestimmen Sie die Schwingungs-
amplitudes, und Phase: als Funktion der Erregerfrequenz
und vergleichen Sie das Messergebnis mit der Theorie.
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Teil Il Anharmonische und chaotische Schwingungen
4. Aufgabe: BestimmerSie die Frequenz der ungedampften bzw. schwach

gedampfterfreien Schwingung des Pendels in Abhangigkeit
von der Schwingungsamplitude. Vergleichen Sie das
Messergebnignit der Theorie und den Ergebnissen der 1.
Aufgabe.

5. Aufgabe: Untersuchen Sie schwach gedampfte erzwungene
Schwingungen des Pendels in der Umgebung der
Resonanzfrequenf, der freien ungedampften Schwingung.
Vergleichen Sie das Resonanzverhalten des schwach
anharmonischen Pendels mit der Theorie.

6. Aufgabe: Untersuche Sie erzwungene Schwingungen des mit zwei
Zusatzmassen bestickten anharmonischen Pendels bei
unterschiedlichen Erregerfrequenzen und verschieden starker
Dampfung.

4. Versuchsaufbau

Abb. 8 skizziert den Versuchsaufbau. Die Bewegungsdaten s(t) des Pendels

CASSY

PC

Abb. 8: Versuchaufbau schematisch: Drehpendel mit Netzgerat NG,
ElektromagneEM fur Wirbelstrombremse u. Strommesser |,
ErregermotoM mit Drehzahlregler R u. Spannungsmesser U,
Phasenmess®M, Wegaufnehmer WA, Interface Cassy u. PC
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werdenmittels eines am Pendel befestigten Bindfadens vom Wegaufnehmer WA
bestimmtund Gber das Interface CASSY dem PC zugefihrt. Unabhangig von der
Bewegungsmessurignn das Pendel zur Erzeugung erzwungener Schwingungen
Ubereine Schubstange erregt werden, die exzentrisch auf der Achse des Motors M
gelagertist. Das Netzgerat NG liefert hierfur die iber den Regler R grob und fein
einstellbareSpannung U, von der die Motordrehzahl linear abhéngig ist. Das
Netzgeratliefert ebenfalls einen regelbaren Gleichstrom | fir den Elektro-
magneterEM. Sein Magnetfeld B durchdringt das Pendelrad aus Kupfer an der
unterenSeite und induziert in dem mit der Geschwindigkeit v bewegten Rad
elektrischeWirbelstrome, welche infolge der Ruckwirkursgf das Feld das
Pendelmit der Kraft F~ I? v abbremsen. Mittels des Phasenmessers PM, einer
Lichtschranke zur Bestimmung der Phasendifferenz zwischen Erreger und Pendel,
wird zum Zeitpunkt, bei welchem die Schubstange ihre Tiefstlage erreicht, ein
Impuls Uber das Interface dem PC zugefiihrt.

Die Aufnahme und Auswertung der Messdaten wird mit dem allgemeinen
MessprogrammCASSYLab durchgefuhrt. Es ist meniligesteuert und gestattet
neben der Messwertaufnahme, (§ die unmittelbare Berechnung bzw.
Auswertung sowie die Anzeige von Daten in Tabellen oder Graphen wie
Geschwindigkeitv, t), Phasenraumdiagramm, (g), (Fast)Fouriertransformierte

f,(f). Diverse Messparameter wie Zeitintervall (i, i+1), Einzel- und
Geamtmesszeit, etc. sind vorwéhlbar. Daruber hinaus kdnnen die Daten graphisch
auf dem Bildschirm ausgewertet, in Graphen oder Tabellen ausgedruckt bzw.
gespeichert werden.

5. Versuchsdurchfiihrung und Auswertung Teil |
5.1 1. Aufgabe

Zur Bestimmung der Ruckstellkraft F(s) des Drehpendels wird der Bindfaden
unterhalbdes Wegaufnehmers Uber eine Rolle gefihrt und mit einer an einem
Stativaufgehangten Federwaage (1 N) verbunden. Durch vertikales Verstellen der
Waagenaufhangung lasst sich die Pendelauslenkung variieren und die
entsprechende Kraft F(s) ablesen. SteBanin der Ruhelage des Pendels (s = 0)
die KraftF = 0 an der Waage ein und bestimmen Sie F(s) fur ca. 10 verschiedene
Auslenkungerzwischen 0 und 16 Teilstrichen auf der Pendelskala. Der Abstand
der Teilstriche auf der Skala entspricht 1,2 cm der Auslenkung s des Pendels.
Schéatzen Sie den Mess- bzw. AblesefelAlehzw.As ab.

Tragen Sie zunachst F(s) auf. Lasst sich durch die Messpunkte im Rahmen der
Messgenauigkeieine Gerade zeichnen? Bis zu welcher Auslenkung ist die
Ruckstellkraftim Rahmen der Messfehler etwa proportional zur Auslenkung?
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TragenSie darauf F/s sauf und bestimmen Sie entsprechend Gl. (19) aus einer
Ausgleichsgeraden die Koeffizientgnunds, bzw.s.

5.2 2. Aufgabe

Pf CASSY Lab - hiSchw 0.25A _[Olx]
peRal o S8 26 (Bl
Standaid | Phasendiagramm | Fourierspekizum |
l.-’sl. smfm.l v| ;I iIT |

23 004! 0045
24 0,058 0,105 Hijfe ez
25 0042 0145
26 0,027 0175 024
27 0008 0190
28 0011 0185
29 0,029 D165
30 0,044 0130
a1 0,055 0.080
32 0,060 0,020
33 0,061 0020
a4 0,056 0080
35 0,045 0125
36 0,031 0155
37 0,014 0170
a8 0003 0170
33 0020 0160
40 0,035 0125 03 e I e e e e e R
41 0045 0085 0 10 20 a0 an 50
42 0052 0045 | ts

[ A=0082m B=105s C=0001m [EA%expl-w/Bl+C) | @ by Leybold Didactic GmbH, 19353-2002

A= 02 m Bt a s O 000 m A e e BH G

Abb 9: Monitorbild der DateifrSchw_0.25Am ProgramnmCASSY LAB
oben:Befehlskopfzeile, links: Tabelle (hier Standarg(t3, v(t)),
rechts:Graph zur Standardtabelle, unten: Text zur Markierung der
Graphikauswertung (hier Amplitudenfkt.)

VerbindenSie zur Registrierung der Pendelschwingungen das Cassy Interface mit
derNetzstecker-Stromversorgung. Stellen Sie vor den Messungen sicher, dass sich
die Antriebsstange zwischen Motor und Pendelfeder in der Tiefstlage befindet,
d.h.der Zeiger am Motorantrieb nach oben zeigt und der Hebel an der Pendelfeder
senkrecht steht. Der Zeiger des Pendels sollte auf der Nullmarke stehen.
Kontrollieren Sie, ob der Faden richtig auf dem Rad des Pendels und des
Wegaufnehmersiegt. Offnen Sie nach Einschalten des Computers im Ordner
Cassylab die Datei FRSCHW.

In der Kopfzeile zeigt der Bildschirm (s. Abb. 9, frSchw_0.25A) per Maus
anklickbare Befehle wieNeue Datei (geladene Datei léschen), Datei laden,
speicherndrucken an. Mit dem Stoppuhrsymbol wird die Messung gestartet und
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kannvor Ablauf der eingestellten Messzeit gestoppt werden. Nach Anklicken des
Werkzeugsymbols werden die Messprogramm-Einstellungen angezeigt. Die
Messparametater Datei sind auf das Messintervall 100ms, x 4000, = (maximale)
Messzeit 400s, voreingestellt.

Der unter der Kopfzeile liegende Bereigdbs Bildschirms zeigt links 3 per Maus
anklickbareMesswerttabellen astandard Phasendiagramm, Fourierspektrum.

In der TabelleStandard Abb. 9, ist die Zeit t, die gemessene Pendelauslenkung
sa(t) sowie die daraus berechnete Geschwindigkeit v(t) aufgetragen. Der Graph
rechtszeigt s,(t) und v(t) sowie die mit der rechten Maustaste zu aktuiernende
AuswertungAnpassungdurchfiihren: Einhillende e” .-Mit gedriickter Maus

wird der Bereich s(t) oder v(t) im Graphen markiert (Invertierung der Graphen,
ausprobieren)Mit der AuswertundVarkierungsetzen, Textird der editierbare

Text der Anpassungsparameter angezeigt und nach ok auf dem Graphen gesetzt

Mit der rechten Maustaste kann aber auch z.B. durch den BefehlAuswertung
I6schendie jeweils letzte Auswertung geldscht oder nach Anklicken des Befehls
Bereich I6schemlurch Ziehen der gedriickten Maustaste Uber den Graphen ein
Bereich der Messwerte geléscht werden (Ausprobieren!).

Untersuclen Sie zunéachst die freie Schwingung ohne zusétzliche Dampfung durch
die Wirbelstrombremse (I = 0A). Schalten Sie die Tab®tendardein und halten

Sie zu Beginn der Messung den Zeiger des Pendetsichtig in der
Anfangspositior? SKT (s= 8.4 cm). Starten Sie die Messung durch Driicken der
Stoppuhrtae und Loslassen des Pendelzeigers. Nach Ablauf der Messzeit bzw.
Drickender Stoppuhrtaste sollte der Monitor ein Bild wie in Abb. 9 zeigen.
Gegebenenfall&kann die Skalierung der X- bzw. Y-Achse des Graphen durch
Anklicken der jeweiligen Achse mit der rechten Maustaste optimiert werden. Die
Kéastcheram oberen Ende der Y-Achse zeigen an, welche Achse (s oder v) gerade
angezeigtwird. Nach Drucken mit der rechten Maustaste kann z.B. fudey
Nullpunkt korrekt gesetzt werden. Dies geschieht zweckmaRigerweise, wenn sich
das Pendel in der Ruhelage befindet.

EinzelneMesswerte kdnnen auf dem Graphen durch Anklicken mit dem Cursor
(linke Maustaste) bzw. aufer Tabelle ausgewahlt werden. (Scrollenmit ).

Im Graphen wird der Messpunkt durch einen hellblauen Kreis markiert, in der
Tabelle wird der entsprechende Messwert eingerahmt. Durch Anklicken des
Rahmens kann jeder der einzelene Messwert editiert bzw. geldscht werden.

Zur Auswertung des s(t)- oder v(t)-Verlaufs wird nach Driicken der rechten
Maustasteauf den Graphe\npassunglurchfiihren,Einhillende e ~ -gewahlt

und der Bereich der g(t)-oderv(t)-Werte durch Ziehen der gedrickten linken
Maustaste markiert. Der markierte Datenbereich erscheint hellblau. Nach



-A5.19 -

Loslasserder Maustaste erfogt die Anpassung. Nachfolgend wird mit der rechten
Maustasteder BefehlMarkierung setzen, Tegewahlt und nach ok mit linkem
Mausklickdie Parameterzeile der Anpassung auf dem Graphen positioniert. Uben
bzw. wiederholen Sie gegebenenfalls diese Schritte mit Hilfe des (mehrfach
anwendbaren) rechte Maustaste-Befédttse Auswertung l6schenist der Graph

ok, kann er furs Protokoll ausgedruckt werden.

Schauen Sie sich anschlielend die GrapPdmasendiagrammund
Fourierspektrumf,(f) an. v(s) sollte eine enge Spirale darstellen. DE¥ f
Spektrumzeigt einen scharfen Peak bei der Schwingungsfrequenz. Notieren Sie
diesen Messwert und bestimmen Sie die Halbwertshxéities Peaks. Benutzen

Sie dazu mit der rechten Maustaste auf dem Graphen die Oftiordinaten
anzeigenNotieren Sie zuséatzlich aus dem Standard-Graphen die Gesakntzeit
der Schwingung.

Vor Beginn der nachsten Messung werden die Daten abgespeichert. Wéhlen Sie
dazuals Dateinamen das Format [GruppennumnfieSthw [Stromstarke]also

z.B. fur die Gruppe 123 bei 0,5A Stromstarke der Wirbelstrombremse:
123 frSchw_0.5A.

FuhrenSie nun entsprechende Messungen bei Stromstarken | = 0,25; 0,5; 1; 1,5 u.
2 A durch. Die Stromstarke wird am Netzgerat des Pendels eingestellt und mit
demStrommesser gemessen. Werten Sie die Graph@h wenn moglich wie
zuvoraus. Bei welchen Messungen ist die Anpassung gut, bei welchen zeigen sich
Abweichungen unevarum? Bei welcher Stromstéarke etwa wird der aperiodische
Grenzfall beobachtet?

Diskutieren Sie lhre Messergebnisse im Vergleich zur Theorie! Fassen Sie die
Ergebnisse fur B (wichtiger Parameter der Anpassungpf,fAt fir die
verschiedeneistromstarken | tabellarisch zusammen. Tragen Sie zusétzlich die
Werteflir das ProdukifAt sowie den Reibungskoeffizient@rein. Wie sollten
diese Grolien von der Stromstétkabhéngen? Tragen Sie die AbhangigRéix
entsprechend graphisch auf.

5.3 3. Aufgabe

LadenSie zu Beginn der Untersuchung der erzwungenen Schwingungen die Datei
ERZSCHW.Es werden Messungen bei Dampfungsstromstarken | = 0,25A und
0,5A jeweils mit Motorspannungen U =5; 6; 6,5; 7; 7,3; 7,5; 7,7; 8; 8,5; 9 u. 10V,
d.h. mit steigender Erregerfrequenz f durchgefihrt.

BeginnenSie mit der Bestimmung der statischen Auslenkyngrehen Sie dazu
dasExzenterrad zunéchst so, dass der Pfeil nach oben zeigt (Phase 0). Setzen Sie
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in der Einstellungstandardtabellelie Auslenkung nach Starten der Stoppuhr auf
Null (rechte Maustaste auf Kastcheg: s 0 <). Drehen Sie nun bei laufender
Messungdas Exzenterrad in Schritten von 90 Grad nach rechts bis zurtick zur
Ausgangsstellungnd registrieren Sie jeweils die Auslenkung. Ermitteln Sie nach
Beendender Messung mit dem Cursor (linke Maustaste auf dem Graphen) die
Auslenkungens,;, und §,, und bestimmen Sie aus dem Betragsmittelwgrt s

StellenSie darauf zunachst fur | = 0,25A, dann in einer zeiten Messreihe fir | =
0,5A die Spannung des Drehzahlreglers (Grob- u. Feineinstellung) mit U = 5V
beginnend jeweils auf den oben angegebenen Wert ein und starten Sie die
Messung.Beobachten Sie den zeitlichen Verlauf von s und v. Ist das Pendel
eingeschwungeml.h. sind die Amplituden von s bzw. v zeitlich konstant, wird die
Messungzur Registrierung wiederholt. Hierbei sollte die t-Achse (mit rechter
Maustaste) auf die volle Messzeit (hier 40s) eingestellt sein.

Nach jeder Messung werden die Messdaten entsprechend unter dem Namen
[Gruppenummer]_erzwSchw_[Strom]_[Spannung] abgespeichert. Aus dem
Fourierspektrunwird die Schwingungsfrequenz f (Peakfrequenz) ermittelt und
notiert.

B CASSY Lab - erzwSchw_0.254_7.3V.

Standerd | Phasendisgrar | neus Darstelng |

s sw/m| vimis| Eor| 2|[sn v [Eny e

590 007 0190 1
535 007 0,180 1
600 0026 -DdED 1
605 0ms  01E0 1
610 oMz 0aE0 1
615 om0 0130 1
620 0055 0100 1
625 0050 0080 1
630 0063 0050 1
635 005 -00a0 1
E40 0,086 0,000 1
645 0065 0080 1
650 0063 0060 1
655 0059 0080 1
660 0054 0099 1
EES 0,043 01z0 1
670 0042 oasz {7
675 004 0170 1
T
T
;
|
T
T
;
|
|
T
T
;
|
|
T
T
|

t0=670s| | t1 = 693s

680 0025 0180
685 0016 0190
630 0,006 0130
635 0003 0130
7.00 0013 0130
7.05 0022 0170
710 0030 0180
715 0038 0180
720 0046 0130
5 0051 o1
7.30 0,057 0.090
7,35 0,060 0,050
740 0,062 0.030
745 0083 0ot

750 0063 000
755 Qgez 0050
760 0056 0080
| | @ by Leyboid Didactic GmbH, 1995-2005

T T T T T T
5 1

[E%

tis

Abb 10: Monitorbild der DateerzwSchw_0.25A_7.3¥Ausschnitt)
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In der weiteren Auswertung sind jeweils die Amplitugeisdder Phasenwinkel
a der Schwingung zu bestimmen. Dies kann entweder mit dem Progt&88Y

LABdirekt (s.u.) oder spater erfolgen, ist aber auch mit Hilfe eines Ausdrucks des

Graphen leicht mdglich. Hierzu wird die Zeitachse des Graphen der
StandardtabelleweckmaRigerweise auf 10s reduziert und der Graph ausgedruckt.
Abb. 10 zeigt das typische Monitorbild einer erzwungenen Schwingung im
Ausschnittder Standardtabelle. Die Grol3g, Eeigt den Wert 0 (Spitze im
Graphen)wenn das Exzenterrad die Phasenlage 0 hat. Ansonstgnst EDie
vertikal eingezeichnete Linie bej £ 6,7s markiert eine solche Phase zur
Illustierung. Die zweite eingezeichnete Linie bei=t 6,93s markiert den
nachfolgenden Nulldurchgang von,s(bzw. das Maximum von v). Der
Phasenwinkek der Schwingung ergibt sich aus= 2af (t,-t) =2t (t,-t)/ T. Er

ist aus mindestens 3 Intervallen, (t,) zu bestimmen. Mit der aus dem
Fourierspektrumermittelten Frequenz f (hier 0,47 Hz) oder mit der aus dem
Grapherermittelten Schwingungsdauer T (hier 2,13s) erhalt enéimier - 0,2%

bzw. - 39°). Die Amplitude slésst sich leicht im Graphen durch horizontale
Ausgleichsgerden bei g, und s, ermitteln. Wer fix im Umgang mit dem
Computer ist und sictiie Heimarbeit mit den Graphen ersparen will, kann direkt
nach jeder erfolgreichen Messung mit dem Cursor (linke Maustasie,
mindesten8 Maxima u. Minima von,s sowie 3 Intervalle (f t;) bestimmen.

Zur Diskussion deErgebnisse ist, f) unda (f) in zwei Graphen wie in Abb. 3
aufzutragen(Millimeterpapier!). Ermitteln Sie graphisch die Héhe und Lage der
Resonanzmaxims,,, (f...J und vergleichen Sie diese mit der Theorie, Gl. 18.
Schéatzen Sie hierbei auch die Fehler jp, sind f,,, bei der graphischen
Auswertung ab. Benutzen Sieim Vergleich zwischen Experiment und Theorie
die in der zweiten Aufgabe erzielten Ergebnissegfiind m,.

6. Versuchsdurchfiihrung und Auswertung Teil Il

folgt spater.

7. Fragen zur Selbstkontrolle

1) Welche Bedingungen sind notwendig, damit ein schwingféhiges
mechanisches System harmonische Schwingungen ausfiihrt?

2)  Welchezeitabhangie Funktion beschreibt eine harmonische Schwingung in
allgemeiner Form?

3) Wie lautet die Bewegungsgleichung einer freien Drehschwingung mit
viskoser Reibung?

4)

5)

6)

7)

8)

9)
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Wie lautet die Lésung der freien Drehschwingung mit unterschiedlichem
Dampfungsgrad fur a) den Schwingfall, b) den Kriechfall, c) den
aperiodischen Grenzfall?

Wie beeinflusst die Gleitreibung, z.B. die eines Lagers, die freie
Schwingung?

Wie funktioniert eine Wirbelstrombremse? Wie hangt der Dampfungs-
koeffizient vom Strom | durch die Bremse ab?

Welches Verhalten zeigen Amplitude und Phase einer erzwungenen
Schwingungn Abhangigkeit von der Erregerfrequenz? Was kennzeichnet
den Zustand der Resonanz? Von welchen Gréf3en hangt die
Resonanzfrequenz ab?

Wie lasst sich eine schwach anharmonische Schwingung (Schwingung im
schwach anharmonischen Potential) ndherungsweise beschreiben? Was wirc
bei einer solchen erzwungenen Schwingung in Resonanznéhe bei geringer
Dampfung (d.h. grofl3er Auslenkung) beobachtet?

Zeichnensie schematisch das Phasenraumdiagramm und Fourierspektrum
fur eine a) harmonische, b) schwach bzw. c¢) stark anharmonische, d)
chaotische Schwingung!
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Versuch A 6: Schallgeschwindigkeit in Gasen und
Festkorpern

1. Literatur: Bergmann-Schaefer, Lehrbuch der Experimentalphysik,
Bd. I: Mechanik
Gerthsen-Kneser-Vogel, Physik
Pohl, Einfihrung in die Physik, 1. Bd.: Mechanik
lIberg, Geschke (Hrsg.), Physikalisches Praktikum

Stichworte: Schallwellen, Schallwechseldruck, Schallgeschwindigkeit,
Kompressions- u. Elastizitatsmodul, Adiabatenkoeffizient,

2. Grundlagen
2.1 Schallwellen

Als Schallwelle wird eine in elastischen Medien wie Gasen, Flissigkeiten oder
Festkorperrsich ausbreitende rdéumlich und zeitlich periodische Schwingung von

Molekilen oder Atomen bezeichnet. Der Frequenzbereich einer Schallschwingung

reichtvom Infraschall (f < 16 Hz) Uber den Schall des Horbereichs (16 Hz < f <
20 kHz), den Ultraschall (20 kHz < f < 20GHz) bis zum Hyperschall (F > 20
GHz).

HorbarerSchall kann z.B. durch einen Lautsprecher erzeugt werden. Durch die
Bewegungder Membran wird die unmittelbar angrenzende Luftschicht zeitlich
periodischkomprimiert bzw. expandiert. Es entsteht in der Luftschicht eine
periodischeDruckschwankung, wobei sich dem statischen Dryaep Luft der
sog.Schallwechseldruckg tiberlagert. Infolge der resultierenden Bewegung der
Luftmolekdile breitet sich - eindimensional betrachtet - 1angs einer Luftsaule vor
der Membran (in der x-Richtung) diese Druckschwankung wellenférmig aus:

ps(X1) = psosin(w(% - t)) 1)

Hier ist p, die Schalldruckamplitudey = 2xf die Kreisfrequenz, f die Frequenz,
c die Schallgeschwindigkeit, c/fx=die Wellenlange der Schallwelle. Die Schall-
geschwindigkeit ¢ hangt von den elastischen Eigenschaften des Mediums ab.

In Gasen und Flussigkeiten sind Schallwellen reine Longitudinalwellen; die
Molekile bewegen sich nur in Ausbreitungsrichtung der Welle, da Scherkrafte
nicht auftreten. IrFestkoérpern breitet sich der Schall jedoch durch Longitudinal-

und Transversalwellen aus.
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2.2 Schallgeschwindigkeit in Gasen, Fliissigkeiten und Festkérpern

Fir Gase und Flussigkeiten gilt bei nicht zu groRen Schalldruckamplituglen p
p, die Beziehung:

c-|K )

Hier ist K der Kompressionsmodul updlie Dichte des Ausbreitungsmediums.

In Gasen ist K vom Adiabatenkoeffizientern= ¢J/c, abhéngig, da die fir die
Ausbreitungder Schallwelle wesentliche Gaskompression adiabatisch verlauft.
Mit k = 1/K, der Kompressibilitat des Gases folgt aus der Adiabatengleichung
pV* = const.:

k = - ldv _ 1 3
VvV dp pk (3)

und daraus mit Gl. (2)
c= | &5 @

p

Bei konstantem Druck p = @Normaldruck) ist in Gasen die Dichgestark von
derTemperatur abhangig. Aus der Zustandsgleichung des idealen Gases pV = RT
mit V dem Molvolumen, R der Gaskonstanten und T der Kelvin-Temperatur folgt:

_,_:_T_:p—(l+(xT/) (5)

Hier ist M die molare Masse ung die Dichte des Gases bei der Temperagur T
Fur T, = 273 K (0°C) istx = (1/273) K und T' = T - T, die Celsiustemperatur.
Hieraus folgt fir die Temperaturabhangigkeit der Schallgeschwindigkeit eines
Gases bei konstantem Druck p

c = M(ZI.+0(T/) = Coy1 + aT/ (6)
Po
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Im Temperaturintervall 0°C < T ' < 100°C gilt ndherungsweise

CzCO(l+%T/) (7)

In Luft betragt die Schallgeschwindigkeitc, = (331,5 + 0,6 T'/°C) m/s.

Flissigkeiten sind viel weniger kompressibel als Gase. In ihnen ist die
Schallgeschwindigkeitntsprechend gréf3er und betragt etwa 1100 bis 2000 m/s.
In Wasser bei 20°C ist ¢ = 1480 m/s.

In Festkorperstéaben gilt fur die Schallgeschwindigkeit die Gleichung
c- |E 8)

E ist der Elastizitatsmodul des Festkorpers (s. auch Versuch A9: Bestimmung des
Elastizitats-und Schubmoduls). Fur Metalle liegt ¢ im Bereich zwischen 1200 m/s
und 6000 m/s. So ist z.B. fir Stahk 6000 m/s.

3. Aufgabenstellung

1. Aufgabe: BestimmenSie die Laufzeit eines Schallimpulses in Luft bei
Raumtemperatuitir verschiedene Weglangen. Berechnen Sie
daraus die Schallgeschwingigkeit.

2. Aufgabe: Bestimmen Sie aus der Messung der Laufzeit eines
Schallimpulses in Luft fir eine feste Weglange bei
Temperaturen zwischen Raumtemperatur und 80°C die
Temperaturabhangigkeit der Schallgeschwindigkeit in Luft.

3. Aufgabe: Bestimmen Sie analog zur ersten Aufgabe die Schall-
geschwindigkeitvon Kohlendioxid, Neon oder Helium bei
Raumtemperatur.

4. Aufgabe: BestimmerSie aus der Laufzeitmessung eines Schallimpulses

in Metallstdben die Schallgeschwindigkeiten in Kupfer,
Messing, Aluminium und Stahl bei Raumtemperatur.
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4. Versuchsaufbau und Versuchsdurchfiihrung

4.1 Schallgeschwindigkeit in Gasen

CASSY PC

V=== |

Abb. 1: Versuchsaufbazur Bestimmung der Schallgeschwindigkeit in
Gasen.

Abb.1zeigt den Versuchsaufbau schematisch. Ein Plexiglasrohr R wird an einem
Endedurch die Membran eines Lautsprechers L abgeschlossen, am anderen Ends
durch einen Flansch. Durch diesen Flansch werden ein Mikrofon M, ein
Temperatursnsor Ts und die elektrische Zuleitung zu einem Heizstab H in das
Rohrinnere gefuhrt. Zusatzlich kénnen Uber zwei am Flansch angebrachte
Rohrstutzen verschiedene Gase in das Rohr geleitet werden (ohne Abb.).

Der Heizstab wird Uber einen Transformator Tr mit Spannungen 2 -~12 V
betriebenDas sich in der Rohre befindene Gas (Luft) kann auf diese Weise bis
auf ca. 90°C erwarmt werden. Die Spannung des Temperatursensors (NiCr/Ni-
Thermoelementyird Uber die Temperaturmessbox T' am Eingang B des Interface
Cassyeinem PC zugefihrt. Das Mikrofon ist auf einer Schiene S mit der
Langenska s verschiebbar. Auf diese Weise kann die gesamte Wegstrecke des
Schalls s =g+ 5 zwischen Lautsprecher und Mikrofon verandert werden.

Wird die Taste auf der Tasterbox Ta gedriickt, entladt sich der zuvor mit einer
Batterie B geladene Kondensator Uber den Lautsprecher. Es entsteht ein
Schallpuls, der im Rohr auf das Mikrofon zulauft. Gleichzeitig startet die pos.
Flankeder Kondensatorspannung am Eingang E der Timerbox (Interface-Eingang
A) die Zeitmessung. Trifft der Schallimpuls auf das Mikrofon (Einstellung:
Trigger, Rechteck-Symbol) stoppt die pos. Flanke des in ihm erzeugten
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Spannungspulses am Eingang F der Timerbox die Zeitmessung. Aus der
gemesseneAnderung der Laufzeit durch Andern der Wegstreckekann die
Schallgeschwindigkeit bestimmt werden.

Die Aufnahme und Auswertung der Messdaten wird mit dem allgemeinen
Messprogrenm CASSY Lakdurchgefiihrt. Es ist menlgesteuert und gestattet
neben der Messwertaufnahme und -anzeige in Tabellen und Graphen die
unmittelbareBerechnung bzw. Auswertung von Daten auf dem Bildschirm.
Dariiberhinaus kénnen die Daten in Graphen oder Tabellen ausgedruckt bzw.
gespeichert werden.

g CASSY Lab - SchallLuit! [&]
A o0
Siandard | Zeitweg|
tis| Al fs s/m ﬂ it 51 | 51
12 00NEET 00D Mmﬁz— e
14 oomss0 oo | —-
. . s W (o] x
16 00006875 0100 KPR =i0ix]
18 003 0100
20 00006E7E 0100 s1=0,300m
L 00MEEZT 000

24 00006838 0100
27 00006817 0100
43 00008352 0150 =
50 00008375 0150
52 00008337 0,150
5400008330 0150
5 00008350 0150
57 00008355 0150
£3 00008280 0150
9 00009830 0,200
9 00003805 0200 0.001 —
9 00009835 0,200
99 00003812 0200
101 0,0003800 0.200
102 00003808 0200
104 0,0009815 0.200
105 0,0003803 0,200
107 00003778 0200
108 0,0003820 0,200 =
110 0.0003770 0200
130 00010845 0.250
131 00010968 0.250
133 00011187 0.250
134 00011167 0,250
13 00011208 0.250
137 00011430 0,250
133 00mN72 0.250 T T T T T
14 00011265 0.250 0 100 200
14300011482 ozs0 ts
A=33msbs. B=0127m (48] | @ by Lepbold Didactic GmbH. 1933-2005

Abb. 2: Menulfenster des Cassy-Program8thall 1 mit Standardtabelle
und -graphen nach Messung der Schall-Laufzstt, fur
verschiedene Wegstrecken s

OffnenSie nach Einschalten des Computers im OrBnéigeneDateien\Schall

die Datei Schalll.. In der Kopfzeile zeigt der Bildschirm (s. Abb. 2) per Maus
anklickbare Befehle wieNeue Datei (geladene Datei l6schen), Datei laden,
speicherndrucken an. Mit dem Stoppuhrsymbol wird die Messung gestartet und
kannvor Ablauf einer eingestellten Messzeit gestoppt werden. Nach Anklicken
des Werkzeugsymbols werden die Messprogramm-Einstellungen angezeigt.
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Der unterder Kopfzeile liegende Bereich des Bildschirms zeigt links 2 per Maus
anklickbareMesswerttabellen atandardundZeit-WegIn der Tabell&Standard

(s. Abb. 2), ist die Zeit t, die gemessene Schalllaufzgit(t) sowie die als
Parameteeinstellbare Streckg(t) aufgetragen. Der Graph rechts zaig (t) und

s,(t). Zusatzlich kénnen mit Panelmetern die aktuellen Werte fiir Laufzeit, Weg s
etc. angezeigt werden.

StellenSie den StativfuR des Mikrofons mit seiner linken Kante auf die Position
s, = 0,1 m der Wegskala. Tragen Sie den eingestellten Wearh Dricken der
rechten Maustaste auf dem Panel im gedffneten FeiStestellungen /
Eigenschaften / Parametegin. Verbinden Sie die Batterie mit der Tasterbox,
schalten Sie das Mikrofon mit der roten Taste ein und starten Sie das
Messprogramrprobeweisedurch Driicken des Stoppuhrsymbols. Beim Driicken
der Taste auf der Box sollte ein Knackton des Lautsprechers zu héren und
nachfolgendein Messsymbol bei Messwertatfy, zwischen etwa 0,5 u. 1 ms zu
sehensein. Nach einer Fehlmessung kann mit der rechten Maustaste auf der
Tabellemit dem Befehletzte Tabellenzeile I6schejeweils der letzte Messwert
geldschtwerden. Gegebenenfalls ist dieser Befehl mehrmals zu wiederholen.
Flhren Sie im Zeitabstand > 1 s die Messung mehrmals durch. Das Messergebnis
sollte mit Abweichungen < 10% reproduzierbar sein.

StellenSie danach das Mikrofon auf die Positigre,15 m und tragen Sie im
Feld Einstellungen/Parametaten neu eingestellten Wert ein. Fihren Sie darauf
die Messung mit dem neu eingestellten Wefpgt. Durch erneutes Driicken des
Stoppuhrsymbols kann die Probemessung beendet werden.

4.1.1 1. Aufgabe

Starten Sie die Messung erneut und fihren Sie mindestens jeweils 5 Laufzeit-
messungebei Wegstrecken s 0,1; 0,15; 0,2; 0,25 und 0,3 m durch. Eliminieren
Sie Fehlmessungen jeweisofort durch den Rechte-Maus Befeldtzte
Tabellenzeile I6scheauf dem Tabellenfeld. Beenden Sie die Messung durch
erneutes Dricken des Stoppuhrsymbols.

SchalterSie im Tabellenfeld auf die Zeit-Weg-Darstellung um. In derTabelle sind
wieder At,, und s zeitlicher Reihenfolge (t) dargestellt, im Graphen die
Messsymboles, Uber At,;. Dricken Sie auf dem Graphen mit der rechten
MausrastéAnpassungornehmen/Ausgleichsgeraded ziehen Sie die Maus mit
gedruckterrechter Taste Uber die Messsymbal, (), so dass mdglichst alle
invertiert d.h. erfasst werden. Nach Loslassen der gedrickten Maus wird
automatischdie Ausgleichsgerade y = Ax + B berechnet. Auch jetzt kann nach
Ausfuhrung des Rechte-Maus-Befehletzte Auswertung l6éscheauf der
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Graphikflache die Anpassung gegebenenfalls wiederholt werden. Mit dem Rechte-
Maustaste-BefetMarkierungsetzen/Textrerden die Garadenparameter A und B
der Geradengleichung,(&t,,) (nach mdglicher Editierung) in den Graphen an
geeigneter Stelle plaziert. In der Ausgleichsgeraden

s = AAt, + B = CAt, - 5 )

ist A die bei Raumtemperatur bestimmte Schallgeschwindigkeit, B &ash der
Bestimmungvon g kann somit bei nachfolgenden Messungéq(t), s,(t) die
gesamte Wegstrecke s 3 $ s unmittelbar ermittelt und damit die
Schallgeschwindigkeit = (g + s)/At,, direkt aus Messungeft,,(t), bei einer
festen Wegstreckg($) berechnet werden.

Vor Beginn der nachsten Messung werden die Daten im Ofdneigene
Dateien\Schallabgespeichert. Wéahlen Sie als Dateinamen die Form
[Gruppennummer]Schalll, also z.B. fiur die Gruppe 1223 Schall 1.

4.1.2 2. Aufgabe

LadenSie aus dem Ordné&r:\EigeneDateien\Schallie DateiSchall 2 Stellen
Siedas Mikrofon auf die Position s 0,30 m (also aus dem Rohr herausgezogen),
addiererSie zu gden in der ersten Aufgabe ermittelten Wettred tragen Sie den
Summenwert nach Driicken der rechten Maustaste auf dem Péegs in das
Feld Eigenschaften/Konstangsn.

In der Standard-Tabelle wird die Celsius-Temperatur ¥i(3 angezeigt, ebenso

die LaufzeitAt,, und die Schallgeschwindigkeit ¢ =As{;. Im Graphen werden
beide GrolRenAt,, und c Uber der Temperatur aufgetragen. Starten Sie die
Laufzeitmessungvie zuvor. Schliel3en Sie den Heizstab an den Transformator an.
Fir Temperaturen RT - 35°C sollte 4V, fur 35°C - 50°C 6V, furr 50°C - 65°C 8V
und fir 65°C - 80°C 10V gewahlt werden. Wahrend der Messung sollte die
Temperatunicht zu schnell steigen, da andernfalls eine zu starke Luftkonvektion
im Rohr die Messung verfalscht.

Fuhren Sie die Messungen in Temperaturintervallen von jeweils etwa 1°C durch
und machen Sie, wenn nétigpfort Gebrauch vom L&schbefehétzte
Tabellenzeildéschen Benachbarte Messwerte sollten sich im Laufzeit- bzw. c-
Wert mdoglichst nicht viel mehr als etwa der dreifachen MesssymbolgréRe
entsprechend unterscheiden.

Nach Erreichen der Maximaltemperatur 80°C ist die Stromversorgung des
Heizstabyom Transformator abzutrennen und die Messreihe durch Driicken der
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Stoppuhrtasteu beenden. Schalten Sie auf die Tabelle c(Temperatur) um und
zeichnen Sie die Ausgleichsgerade

y=Ax+B bzw. = ¢(T) =c¢, + ¢, T’ (10)

mit den berechneten Parametern B = c(Q) A& ¢,. Speichern Sie die Messung

im Ordner D: \ Eigene Dateien \ Schalunter dem Dateinamen
[Gruppennummer]Schall2ab und drucken Sie den Graphen aus. Vergleichen Sie
in der weiteren Auswertung das Ergebnis, GI. (10) mit den Literaturwerten und
derTheorie, Gl. (7). Diskutieren Sie insbesondere moglich systematische
Messfehler.

4.1.3 3. Aufgabe

Laden Sie aus dem OrdnBr\Eigene Dateien\Schalldie DateiSchall 3 Die
Programmanzeige ist die gleiche wieSchalll. Stellen Sie das Mikrofon wie in
Aufgabe2 auf die Position;s= 0,30 m und tragen sach Driicken der rechten
Maustaste auf dem Panleg sin das FeldEigenschaften/Parametein.

StartenSie wie bei der ersten Aufgabe die Messung in Luft. Die Messwertanzeige
sollte mit der zuvor erzielten lGbereinstimmen.

Das zu untersuchende Gas Helium, Neon oder Kohlendioxid wirdumter
Aufsicht des stud. Betreuersin das Rohr eingelassen. Um unkontrollierten
Gasausflusgu vermeiden, sollte vor dem Aufschrauben des Venti{s \Abb. 3)

v, v, Abb. 3:
¥ >

Skizze zur Verbindung zwischen

R Gasbehalte&B und Rohrvolumen R
mit B Gasballon, Y Gasbehalter-
ventil, V, Ballonventil

GB

aufden entsprechendeninican - Gasbehélter das Ventilhandrad an den rechten
Anschlag gedreht (geschlossen) sein. Aus Kostengriinden sollte nicht mehr Gas al¢
noétig verbraucht werden. Um beim Gaseinlass die sich im Rohr befindene Luft
moglichstvollstandig zu verdrangen, wird das leichtere Gas (He, Ne) in den im
Rohrnach oben fithrenden Stutzen, das schwerere Ga}€6Sprechend in den
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nach unten fihrenden StutZzangsameingeleitet.

OffnenSie zum Gaseinlass in das Rohr bei geschlossenem Vedés\Wentil \{
undfullen Sie zunachst den Ballon. SchlieRen Sie danaanlf 6ffnen Sie das
Ventil V,, um das Ballonvolumen in das Rohr einzuleiten. Benutzen Sie
gegebenemrls eine Schlauchklemme im Verbindungsschlauch zum Rohr oder
haltenSie den Schlauch zusammengedriickt, um die Gasstrémung zu reduzieren.

FuhrenSie wahrend oder nach dem Gaseinlass weitere Laufzeitmessungen durch.

Wiederholen Sie den Fillvorgang nach SchlieRen vomnd messen Sie erneut.

Die Schalllaufzeit sollte nach mehrmaligem Flllvorgang einem Séattigungswert
zustreben (der hoffentlich erreicht wird, bevor der Gasbehdlter leer ist!)
Verschlie3erSie danach den Luftauslass mit einem Stopfen und fihren Sie zligig
einige Laufzeitmessungen mit der Wegstrecke=0,2 m und 0,1 m durch.
BedenkerSie , dass infolge von Difussion das Gasvolumen von der umgebenden
Luft zunehmend durchmischt wird, d.h. die Schalllaufzeit sich mit der Zeit der von
Luft annéhern wird.

Zur Bestimmung der Schallgeschwindigkeit kann das Weg-Zeit-Diagramm wie in
derersten Aufgabe ausgewertet werden. Um die Auswabhl der hierfiir relevanten
Messwertezu erleichtern, kénnen zuvor fur die Auswertung nicht relevante
MesswertbereichéaulRerhalb des Zeitfensters der fir die Messung relevanten
Messwerte)n der Standardeinstellung nach dem Befehl mit der rechten Maustaste
Bereich l6schendurch Ziehen mit gedriickter linker Maustaste Uber die
Messsymbolgeltscht werden. Zur Sicherung der Daten sollte jedoch dann vorher
die Datei mit dem Namen [Gruppennummedthall 3 gespeichert werden. Die
Datensind gegebenenfalls spéater mit dem Namen [Gruppennunebdll3a

zu speichern.

Alternativ kann im Standard-Graphen fir jede Messstreckmitsder rechten
Maustaste der BefeMittelwerteinzeichnemaktuiert und danach durch Ziehen der
gedriickten linken Maustaste der gewlinschte Bereich der Agitanvertiert d.h.
markiertwerden. Nach Loslassen der Maus wird die horizontale Mittelwertgerade
gezeichnetDer Wert wird nach dem rechten Maus-Befbtarkierung setzen,
Text an die Gerade gesetzt. Nach Einzeichnen aller Mittelwerte und
entsprechendérextmarkierung konnen die Daten nach Ausdrucken des Graphen
zur Bestimmung der Schallgeschwindigkeit ausgewertet werden.

Bestimmem Sie die Schallgeschwindigkeit im betreffenden Medium und
diskutierenSie nach Vergleich des ermittelten Wertes mit Literaturwerten fur
Helium, Neon, bzw. Kohlendioxid insbesondere mdgliche systematische Fehler
desExperiments. Vergleichen Sie lhre Messergebnisse der Aufgaben 1 u. 2 auch
hinsichtlich GI. (4) mit Literaturdaten fir den Adiabatenkoeffizienten und die
Dichte der Gase.
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4.2 Schallgeschwindigkeit in Festkorpern

=)

= o
CASSY
- St
— ]
T M PK
N\ g
-~ K _\‘W\H\\WHW\H\H 3 K
I [ i -~ B
Abb. 4:

Versuchsaufbau zur Bestimmung der Schallge-
schwindigkeit in Metallstdben: M Metallstab, St
Stativhalter,T Drucktransmitter, PK piezoelektrischer
Kristall, K elektr. Kontaktbuchsen

Abb. 4 zeigt den Versuchsaufbau zur Bestimmung der Schallgeschwindigkeit in
Metallstdben M. Diese werden von einem Tischstativ St gehalten auf eine
Plagikdose am Boden aufgesetzt. Mit einem leichten Hammerschlag auf das obere
Ende des Metallstabes wird ein Schallimpuls erzeugt, der vom oberen Ende nach
unten durch das Metall lauft. In der Plastikdose trifft die sich mit dem
Schallimpulsausbreitende Kompressionswelle Gber den Transmitter T (Plexiglas)
auf einen Piezokristall PK. Dieser Kristall besitzt ein permanentes elektrisches
Dipolmoment, d.h. (hier vertikal) in atomarem Abstand gegentiberliegend positive
u. negative Ladungen. In einem aul3eren elektrischen Feld &ndern diese Ladunger
ihren Abstand und damit der Kristall seine (vertikale) Lange. Umgekehrt wird
aufgrundder infolge des Schalls durch den Kristall laufenden Kompressionswelle
ein elektrisches Feld und an der Ober- und Unterseite des Kristalls eine
entsprechende elektr. Spannung erzeugt, die mittels Metallelektroden tber
Kontaktbuchsen K dem Analogeingang B des Cassy Interface zugefiihrt werden.
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Der Schallimpuls wird nach Durchlaufen des Metallstabs der LAnge | am unteren
und oberen Ende reflektiert, so dass am Piezokristall infolge mehrfacher
Reflexionen eine Wechselspannung mit der Frequenz

C
f -
0" 5 (11)

auftritt. Die Messung der Lange des Metallstabes und der Freqyether f
Spannung ermdglicht damit die Bestimmung der Schallgeschwindigkeit ¢ im
Metall.

Bestimmen Sie zunéchst die Langen der zu untersuchenden Stabe. Entfernen Sie
die Temperaturmessbowxorsichtig vom Eingang B des Cassy Interface.
VerbindenSie geméR Abb .4 nach Montage des ersten der vier Metallstabe auf der
Piezoboxdie Zuleitungen mit dem Analogeingang B und laden Sie aus dem
OrdnerD:\Eigene Dateien\Schatlie DateiSchalti.

StartenSie das Messprogramm durch Driicken des Stoppuhrsymbols und schlagen
Sie danacHeicht mit dem Hammer auf das obere Ende des Metallstabes. Die
Aufzeichnung der SpannungWt) wird durch ein Triggersignal J > 1V
gestartet. In der Standardtabelle wird die Zeit im Intervall 0 - 20 ms und die
Spannung Y} des Piezokristalls im Intervall £ 10V aufgezeichnet.

Die Tabelle Frequenzspektrunzeigt das Fourier-Spektrum(fi. Hier ist die
SpannungdJg,(t) in eine Summe von Sinus-Funktionegib(2xft) zerlegt, wobei

f,(f) den Amplitudenanteil U(f) von allen in |}, auftretenden Frequenzen
darstellt(s.Versuch C3: Analyse elektrischer und akustischer Schwingungen). Das
im Spektrum auftretende Hauptmaximuktannzeichnet die Frequenzgem. Gl.

(12). Maxima bei Vielfachen von, f(sog. Oberwellen sind auf die nicht
harmonischésinusformige) Erzeugung der Schallwelle zurtickzufiihren, weitere
Peaksneben den Maxima treten infolge von s&ghwebungemuf (s. z. B.
VersuchA4: Gekoppelte Pendel). Fir die Bestimmung der Schallgeschwindigkeit
ist hier die Bestimmung der Grundfrequepafisreichend. Notieren Sie diesen
Wert. Benutzen Sie zu seiner Bestimmung mit der rechten Maustaste auf dem
Graphendie OptionKoordinatenanzeigen(die Anzeige erfolgt in der unteren
linken Bildschirmecke). Ist der Peak an seiner Spitze nicht symmetrisch, so liegt
derMaximalwert nicht nicht bei,f Wahlen Sie die Mitte des Peaks. Es kann auch
die Rechte-Maustasten-Optioeitere Auswertungen / Peakschwerpunkt
bestimmerbenutzt werden. Mit gedriickter linker Maustaste wird ein Datenfenster
auf dem Graphen, welches den Peak in seiner Mitte einschliel3t, ausgewahlt.
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Loslasserder Maustaste erzeugt einen vertikalen Strich, den Peakschwerpunkt.
Der Frequenzwert wird ebenfalls in der unteren linken Bildschirmecke angezeigt.
Er wird nach dem rechten Maus-Beféflhrkierung setzen, Texan den Peak
gesetzt.

WiederholenSie die Messung zweimal und tberprifen Sie die Reproduzier-
barkeit. Die neue Messreihe wird an die alte angefiigt, das neue Spektrum dem
alten iiberlagert und wie zuvor ausgewertet. Tragen Sie danach mit dem Befehl
Markierungsetzen, Textas Material des Stabes und seine Lange ein. Drucken Sie
denGraphen aus und speichern Sie die Messdatei im Obdndgigene Dateien

\ Schallunter dem DateinamefGruppennummer|Schall 4_[Metall] ab, also z.

B. mit 123_Schall4_CuFuhren Sie die Messungen mit den anderen Staben
analog aus.

Bestimmen Sie in der Auswertung jeweils den Mittelwert und die
Standardabweichung der bestimmten FrequenzerBdérechnen Sie die
Schallgeschwindigkeitn den Stédben gem. GIl. (11) und vergleichen Sie das
Messergebnis mit Literaturwerten. Schatzen Sie den max. Fehler in der
Bestimmungvon c¢ ab, der sich aus einem Langenmessfahterlmm und einem
Fehler entsprechend der Standardabweichung fi@rdibt. Diskutieren Sie
mogliche systematische Fehler der Messung.

5. Fragen zur Selbstkontrolle
1)  Was ist Schall, wie breitet er sich in welchen Medien aus?

2) In welche Frequenzbereiche werden Schallschwingungen eingeteilt, wie
werden sie benannt?

3) Von welchen Materialeigenschaften hangt die Schallgeschwindigkeit in
Gasen, Flussigkeiten und Festkdrpern ab?

4)  Nennen Sie typische Werte fur die Schallgeschwindigkeit in Gasen,
Flussigkeiten und Festkdrpern wie z.B. in Luft, Wasser oder Stahl!

5) Wie hangen Geschwindigkeit, Frequenz und Wellenldange des Schalls
voneinander ab?

6) Gibt es eine minimale Wellenlange bzw. maximale Frequenz des Schalls?

7)  Wasversteht man unter einer adiabatischen Zustandséanderung? In welcher
Weise ist sie bei der Schallausbreitung in Gasen von Bedeutung?

8) Aufgrund welcher physikalischen GroRRe unterscheidet sich die
Schallgeschwindigkeit in verschieden Gasen hauptséachlich?
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Versuch A 8: Tragheitsmoment und Steinerscher Satz

1. Literatur: Walcher, Praktikum der Physik
Bergmann-Schaefer, Lehrbuch der Physik, Bd.I
Gerthsen-Kneser-Vogel, Physik

Stichworte: Drehmoment, Richtmoment, Tragheitsmoment,
Hookesches Gesetz, Harmonischer Oszillator,
Steinerscher Satz, Schwerpunktbestimmung.

2. Grundlagen
2.1 Tragheitsmoment

Einen raumlich ausgedehnten Korper beliebiger Form, dé€3s#te und Gestalt
sichdurch &uRRere Einwirkungen nicht andert, bezeichnet man in der Mechanik als
starren Korper Einen starren Koérper kann man sich aufgebaut denken aus kleinen
Teilberichen, sogMassenelementerDie Massenelemente kdnnen so klein
gewahlt werden, dass man auf sie die Nlassenpunktelltigen Gesetze
anwendenkann. Die fur den ausgedehnten, starren Korper geltenden Gesetze
erhalt man dann durch Summation (Integration) Uber das gesamte Volumen.

Ein starrer Kdrper kann Translations- und/oder Rotationsbewegungen erfahren.
Fur die Translationsbewegung kann man sich die Masse des Kdérpers in seinem
Schwerpunkt vereint denken. Die Translationsbewegung des Schwerpunktes
unterscheidesich dann nicht von der Bewegung eines punktférmigen Korpers.
Um einem Massenpunkt eine gewisse Beschleunigungerteilen, ist eine der
Masse m proportionale Krafterforderlich:

E =ma (1)
In analoger Weise bewirkt ein Drehnmoméfitum eine gewisse Drehachse die

Beschleunigungler Rotation eines starren Kdrpers um diese Achse the
Winkelbeschleunigung und | das sdgagheitsmomerdes Korpers, so gilt:

M =1

[Se

)

Mansieht, dass der Masse bei der Linearbewegung das Tragheitsmoment | bei der
Drehbewegungentspricht. Fir einen starren Kdrper hangt die Grof3e | von der
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Gesamtmassédger Geometrie des Korpers, sowie auch von der Lage und Richtung
der betrachteten Drehachse ab.

DasTragheitsmoment | eines bliebigen, starren Kérpers lasst sich folgendermafien
berechnen (siehe Abb. 1):

oY

Abb.1:

. Adm Rotierenc_i_er,
starrer Korper
Y

Der Kdrper drehe sich um eine vorgegebene Achse unter der Wirkung eines
Drehmomentsv mit der momentanen Winkelgeschwindigkeit Es sei dm ein
Massenelementles Korpers im Abstand r senkrecht zur Drehachse. Fur das
Massenelemergelten dann die Gesetze flr die Bewegung eines Massenpunktes
auf einer Kreisbahn. U.a. ist seine Bahngeschwindigkeit @ x r , seine
Bahnbeschleuniqig v =@ xr + o x 1 . Der die Winkelbeschleunigung
bewirkende Anteil der Kraft auf das Massenelement Ef d @ x r dm, das
entsprechende elementare Drehmoméhtdr x dF, =r xw xr dm= o r? dm.

Das Gesamtdrehmomem ergibt sich aus der Summe aller elementaren
Drehmomente &l und betragt:

M = fdM = @frzdm bzw. M = @frzpdv 3)

wobeidie Integration sich Gber die Gesamtmasse M bzw. das Gesamtvolumen V
erstreckt ¢ = Dichte des Korpers). Der Vergleich mit Gl. (2) liefert:
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I = frzdm bzw. | = JrzpdV 4)

M \%

In Analogie zur kinetischen Energie bei einer Translationsbewegyng:Xmv
lasst sich die kinetische Energie eines mit der Winkelgeschwindigkeit
kreisenden Massenelements dm berechnen zu:

1

1
dEkin = Ev2dm = Emzrzdm (%)

Die gesamte kinetische Energie eines rotierenden starren Korpers ist dann:

1 1
Ekin = Emzfrzdm = EI(DZ (6)

2.2 Beispiele zur Berechnung von Tragheitsmomenten

Als Drehachse wird jeweils eine Symmetrieachse gewahlt. Die betrachteten
Korper sollen eine homogene Massenverteilung, d.h. eine raumlich konstante
Dichtep besitzen.

Hohlzylinder

Esseien Rder Innenradius, Rler AuRenradius und D die Lange des Zylinders
(in x-Richtung, s. Abb. 2). Fir das Massenelement gilt: gnd¥ =p dx r dp dr.
Aus Gleichung (4) folgt dann fiir den Hohlzylinder:

| = dx | r2prdr = %npD(R;—Rf) )

Ry

D R,
de
0

ot

Die Gesamtmasse des Zylinders betragt: V== p D (R,?> - R;?, so dass

| = %m(R22+R12) 8)
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S Abb.2:
Hohlzylinder
|
Vollzylinder oder Kreisscheibe
Man setzt in GI.(8) R=0 und R= R und erhalt:
1 2
I = =mR
> €)

Kugel

Wahlt man gem. Abb. 3 Kugelkoordinaten, dann ergibt sich fur das Massen-
element:dm =p dg simd dé r’dr; dessen Abstand a zur Drehachse betragsr sin
Damit ist

T

R
dq)fsinsede ripdr = SX RS (10)
O A 15

ot
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Die Gesamtmasse betragt: maRdp/3 und damit das Tragheitsmoment:

2 2
I = =mR
z (11)

Abb.3: Kugel

2.3 Steinerscher Satz

Im allgemeinen hangt das Tragheitsmomesihks starren Kérpers von der Lage

der gewdahlten Drehachse ab. Wenn jedoch das Tréagheitsmarierriiglich
einerAchse, die durch den Schwerpunkt geht, bekannt ist, so kann der Wert des
Tragheitsmoments, bezlglicheiner beliebigen, dazu parallelen Achse mit Hilfe
desSteinerschen Satzes leicht berechnet werden. Wenn d der senkrechte Abstand
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zwischender Drehachse A und dem Schwerpunkt S ist, dann ist das Tragheits-
moments | gegeben durch:

I, = Ig + md? (12)

wobeim die Masse des Korpers ist. Diese Beziehung wird mit Hilfe von Abb. 4
hergeleitet.

Abb.4:

Zur Herleitung
des Satzes von Steiner

Essei S der Schwerpunkt des Korpers und gleichzeitig Nullpunkt des gewahlten
Koordinationssystemg\ sei die Projektion der betrachtenden Rotationsaghse

Ein Massenelement dm befinde sich im Abstand a zur Aghsed im Abstand

zur AchseS, die parallel zuA durch S lauft. x und y sind Hilfsvariablen. Es
bestehenlie Beziehungerfa y? + (d-xf und F = x2 + V2, bzw. & = * + f - 2xd.

Das Tragheitsmoment bezuglighlasst sich dann schreiben als:

Iy = Jazdm = Jrzdm + fdzdm - foddm (13)
\ \ \ \

Die ersten zwei Glieder entsprechgnldzw. m d. Definitionsgemal erhalten wir
[ xdm =0, da man den Schwerpunkt als Bezugspunkt gewahlt hat. Damit sind GI.
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(13) und GI. (12) identisch, womit der Steinersche Satz bewiesen ist.

2.4 Messmethode zur Bestimmung von Tragheitsmomenten

Da Winkelbeschleunigungen experimentell relativ schwierig zu bestimmen sind,
benutztman zur Bestimmung von | meist Schwingungsverfahren, da sich die
Periodendaueeiner Schwingung genauer ermitteln lasst. Man verwendet im
Experimentinen Drehtisch, der aus einer vertikal gelagerten Drehachse und einer
Spiralfederbesteht. Wird der Drehtisch um den Winkehus seiner Ruhelage
ausgelenktso bewirkt die Spiralfeder ein riicktreibendes Drehmoment Mg - D

D heiRtRichtgréReoder im vorliegenden FalleederrichtgroReLasst man jetzt

den Drehtisch frei, so erfahrt dieser eine Winkelbeschleunighirg dfe/dt |
gemanM = | dp/dt* (Gl.1). Die differentielle Bewegungsgleichung lautet somit (s.
auch Versuch A4):

a1 0 (14)

Diese Gleichung ist von derselben Form wie die Bewegungsgleichung fir ein
Federpendel (harmonischer Oszillator). Sie hat daher die Lésung:

¢ = @y sin(2nvt + a) (15)

wobei e, die Amplitude undx der Phasenwinkel der (harmonischen) Bewegung
ist. Die Frequenz der periodischen Bewegung ist gegeben durch:

v=- L TD (16)

Ist die Federrichtgrof3e D bekannt, so folgt aus Gl. (16), da die Periodev] = 1/
der Wert des Tragheitsmoments | zu:

- (zln]zD (17)

Die Einheit des Tragheitsmoments ist 1 kg m

In der Praxis ist die Kenntnis von Tragheitsmomenten bei der Entwicklung aller
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Maschinenwichtig, in denen mechanische Teile Rotationsbeschleunigungen
ausgesetzt sind, z.B. im Motorenbau. Die Anwendung des Steinerschen Satzes
ermdglichtdie Berechnung von | auch fur komplizierte Bauteile, da man diese
stets in einfache Teilkdrper aufteilen kann, deren Tragheitsmomente dann
beziglich einer Symmetrieachse leicht berechenbar sind.

3. Aufgabenstellung

1. Aufgabe: Aus der Messung der Periodendauer von Drehschwingungen
sollendie Tragheitsmomente einer Kreisscheibe, eines Hohl-
zylinders, eines Vollzylinders und einer Kugel bestimmt
werden. Dazu ist zunachst die Richtgrof3e D des verwendeten
Drehtisches zu bestimmen.

2. Aufgabe: Der Steinersche Satz soll fur eine Scheibe Uberpruft werden.

4. Versuchsdurchfiihrung
4.1 Erste Aufgabe

Als erstes ist die Federrichtgrof3e D des Drehtisches zu bestimmen. Dazu wird am
obeen Ende der Drillachse und zwar rechtwinklig zu ihr, ein Stab befestigt. In
zwei verschiedenen zu messenden Abstéanden r von der Drehachse und in beidel
Drehrichtungen wird dann eine Kraft senkrecht zum Stab mit Hilfe einer
Federwaagausgelibt. Die Auslenkungen sollen dabdizw. 2r betragen. Die
Abstander sind so zu wéhlen, dass bei entsprechender Auslenkung die Kraft so
grol3 wird, dass die obere Halfte des Messbereiches des Kraftmessers erreicht wirc
(héhere Genauigkeit).

Die starren Korper, deren Tragheitsmomente bestimmt werden sollen, werden
gewogernund abgemessen. Die Ansatzstiicke, die zur Befestigung der Kérper auf
der Achse benutzt werden, sind ebenfalls zu wiegen.

Die experimentelle Bestimmung der Tragheitsmomente erfolgt durch die
Periodenmessurder Drehschwingungen der Versuchskérper auf dem Drehtisch.
Daflr wird eine Ausgangsauslenkugewahlt, die weder zu grofl3 (im elastischen
Bereich der Feder), noch zu klein (wegen der Genauigkeit der Nulldurch-
gangsbestimmungpein sollte. Die Zeit flir 10 Schwingungen wird gemessen, und
dieseMessung 5 Mal fur jeden Kdrper wiederholt, wobei der Kérper jeweils um
ca. 360°/5 = 72° (Augenmal genigt) auf der Drillachse versetzt wird. Die
Tragheitsmomentaler Aufsatzstiicke sind zu klein, um mit dieser Methode
bestimmtwerden zu kénnen, und sind daher aus der im Praktikum vorhandenen
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Tabelle zu entnehmen.

4.2 Zweite Aufgabe

Zunachstwird das Tragheitsmoment der Kreisscheibe (mit mehreren Achsen-
I6chern) beziglich der Symmetrieachse wie in der ersten Aufgabe bestimmt.
AnschlieRBendvird die Schwingungsdauer der Scheibe fir Drehachsen durch alle
vorhandenemxzentrischen Achsenlécher aus je 10 Schwingungen ermittelt. Jede
dieser Messungen ist doppelt durchzufiihren, wobei beim zweiten Mal die Scheibe
umr auf der Achse versetzt festgeschraubt wird (warum?).

In der Auswertung missen die Beitrdge der Lécher zum Tragheitsmoment
bericksichtigtwerden. Aus diesem Grund sollen sowohl der Durchmesser der
Lécherals auch ihr Abstand zur Scheibenmitte mit der Schieblehre gemessen
werden.

5. Auswertung

Zur Bestimmung der FederrichtgréRe wird der Mittelwert aus den acht
Kombinationen von Kréften, Abstanden und Drehrichtungen gebildet.

Fir jeden Teilversuch der ersten Aufgabe ist die Schwingungsdauer aus dem
Mittelwert von 10 Perioden zu bestimmen. Daraus ergibt sich das
Gesamttragheitsmomewubn Korper, Aufsatzstiick und Drillachse gem. GI.(17).
Da | eine additive GroRe ist, wird der gesuchte I-Wert des jeweiligen starren
Kdrpersdurch einfache Subtraktion der in der Tabelle zu findenden Werte fir die
Aufsatzstiicke berechnet.

Zur Auswertung der zweiten Aufgabe trage man die gemessenen Gesamttragheits-
momenteals Funktion des Abstandsquadrats auf. Es sollte sich dabei eine Gerade
ergebenderen Steigung die Masse der Scheibe und deren Ordinatenabschnitt dem
Gesamttragheitsmoment bezulglich der Schwerpunktachse entspricht. Es gilt

insgesamt:

I(d) = Ig + 1, + md?

wobei |, das Tragheitsmoment der Scheibe (unter Berlcksichtigung der Lécher)
und |, die Summe der Tragheitsmomente der verschiedenen Zusatze
(Montagemateriat siehe Tabelle) sind. Dieses wird Uberprift, indem man (bei
moglichst groBem Malstab der Zeichnung) eine Ausgleichsgerade durch die
experimentellen Punkte legt, die Steigung und den Ordinatenabscamitittélt

und diese Werte mit den entsprechend berechneten Werten vergleicht.
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Fehlerdiskussion

Der Fehler in den Massenbestimmungen betragt etw@d 1 g, der fir die
Zeitmessunget 0.5 s. Der Fehler der Messungen mit dem MafRband betéaGt

mm, der mit der Schieblehre 0.2 mm. Mit Hilfe des Fehlerfort-
pflanzungsgesetzasll der Fehler fir die Tragheitsmomente abgeschétzt werden.
Die experimentell bestimmten Werte sind mit den berechneten Werten zu
vergleichen und die evtl. vorhandenen Abweichungen zu diskutieren.

6. Fragen zur Selbstkontrolle
1)  Was versteht man unter dem Begbifehmomer

2)  VergleicheGeschwindigkeit, Beschleunigung und kinetische Energie von
Linear- und Drehbewegung eines Massenpunktes.

3)  Was versteht man untBrehimpul®

4)  Wie lautet die Differentialgleichung fir die Schwingung eines
harmonischen Oszillators, wie ihre Lésung?

5)  Worin besteht der Unterschied zwischen der Bewegungsgleichung eines
Schwerependels und eines Drehpendels?

6) Schwungradedienen als Energiespeicher. Was ist die optimale Form eines
Rads fir ein gegebenes Gewicht?

7)  Welchen Einfluss hat die Luftreibung auf die |-Werte, die mit dem
Schwingungsverfahren gewonnen werden?

8) Warum ist eine Auslenkung von=z2bei der Bestimmung der
Federrichtgrof3e D glinstig?

9) Wie sind die Koordinaten des Schwerpunkts eines starren Korpers
bezlglich eines beliebigen Koordinatensystems definiert?
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Versuch A 9: Bestimmung des Elastizitats- und Schubmoduls

1. Literatur: Bergmann/Schaefer, Experimentalphysik, Bd. 1
Walcher, Praktikum der Physik
Krotsch, Physikalisches Praktikum

Stichworte: Spannung, Dehnung, Biegung, Torsion, Drehschwingung,
Tragheitsmoment, Spannungs-Dehnungs-Diagramm,
elastisches und anelastisches Verhalten

2. Grundlagen

Daselastische Verhalten fester Kérper (genauso wie das plastische Verhalten) ist
in der Praxis von au3erordentlicher Bedeutung. Man erwartet von vielen mecha-
nischenBauteilen gleich welcher Art (Briicken, Flugzeugtragflachen, Kranen),
dasssie dauernden (oder wechselnden) auRReren Kraften standhalten und nach
Entlastung wieder ihre urspringliche Form annehmen, d.h. sich elastisch
verhalten.Andererseits erwartet man auch, dass z.B. Metalle und Legierungen
durchWalzen oder Pressen in eine bestimmte Form gezwungen werden kdnnen,
d.h.sich auch plastisch verhalten kdnnen. In der Festkorperphysik sind die dabei
ablaufenden mikroskopischen Vorgange im Prinzip gut verstanden. Fir das
Verstandnigler elastischen Prozesse kann man dabei voridsadenFestkdrper
ausgehert-ur das Verstandnis der plastischen Vorgange bei der Verformung sind
Baufehler, sog. Versetzungererforderlich. Dies soll hier jedoch nicht weiter
betrachtet werden.

Ein idealer Festkorper besteht aus einer regelmafligen Anordnung von Atomen
(Kristallgitter), die durch die Bindungskrafte (z.B. kovalente oder metallische
Bindung)in ihren Gleichgewichtslagen gehalten werden. Die Gleichgewichtslagen
entsprechen den Minima von Potenzialmulden (S8dterpotenzial. Bei
Einwirkung einer du3eren Kraft erfolgt eine Verschiebung der Atome aus den
Gleichgewichtslagerberschreitet dabei die duRere Kraft einen gewissen Grenz-
wert nicht (Streckgrenze), so dass die Atome nicht Uber den Rand des Potenzial-
topfes in einen benachbarten Potenzialtopf gezwungen werden (das entsprache
plastischer Verformung), so fallen sie nach Entlastung wieder in ihre
urspringliche Gleichgewichtslage zuriick.

Der bei geringer elastischer Verformung geltende lineare Zusammenhang
zwischender angelegteSpannungs und der auftretendddehnunge wurde flr
Metalle schon 1665 von Robert Hooke erkannt:
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c = Ee Hooke'schesGesetz 1)

Hierbeisind z.B. fur eine stabférmige Probe der Lange | die Dehagegeben
durche = Al/l, wobeiAl der Zunahme der Lange durch die duf3ere Kraft entspricht.
Die Spannungc ist gegeben durch den Quotienten, der zum Querschnitt g
senkrechstehenden duReren Kraft F und dem Stabquerschnitt @, al5g. Bei
Dehnung ist > 0, bei Stauchung< 0.

Der Proportionalitétsfaktor E heilBlastiatdtsmodul (kurz: E-Modul, Einheit:
INm? Ublich: 1GPa = 1Wm?). Der E-Modul ist eine materialspezifische GroRe
und seine Kenntnis in der Technik und Materialkunde von gro3er Bedeutung.

DasGesetz von Hooke gilt in der angegebenen Form nur flUisstgppeStoffe,

d.h. Stoffe, bei denen die elastische Verformung von der Kristallrichtung unab-
hangigist. Auch dies ist in der Anwendung meist der Fall, weil die verwendeten
Metalle und Legierungen aus regellos orientierten Kristalliten bestehen (sog.
Polykristallen und sich anisotrope Eigenschaften im Mittel nicht zeigen.

Greift eine Kraftparallel zum Querschnitt g eines Kérpers an, dann wird er durch
die Kraft abgeschert, seine zuvor senkrechten Kanten werden um den Winkel
gekippt(vgl. Abb.1). Nennen wir = F/q dieSchubspannungo gilt bei kleinen
Belastungen ein dem Hooke schen Gesetz analoger Zusammenhang:

T = Gy (2)

wobei G deiSchubmoduist (Einheit wie E-Modul).

2.1 Methoden zur Bestimmung der elastischen Konstanten

Es gibt verschiedene Methoden zur Bestimmung der elastischen Grof3en
(Elastizitatsmodul, Schubmodul) einésstkorpers. Die bekannteste Methode ist
der Zugversuch, bei dem der Elastizitdtsmodul direkt mit Hilfe des Hookeschen
Gesetzes bestimmt werden kann.

Im Praktikum wird z. B. die Dehnung eines vertikal aufgehangten Stahldrahtes bei
variablerZugspannung bestimmt. Das obere Drahtende ist ortsfest eingespannt,
wahrendam unteren Ende eine Schale hangt, welche mit Gewichten verschiedener
Massenm belastet wird. Die Hohenénderung einer in der Ndhe des unteren
Drahtendesingebrachten Markierung wird mit einem im Abstand von ca. 1 bis 2m
aufgestellten Kathetometer mittels eines Messfernrohrs bestimmt, dessen
verstellbareHohe auf einer Skala abgelesen wird. Auf diese Weise kann eine
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Lagenanderung des Drahtes auf ca. 0,02 mm genau bestimmt werden.

Eine weitere Methode ist der Biegeversuch. Es liegt z.B. ein Stab mit
rechteckigenQuerschnitt in der N&he seiner beiden Enden auf schneidenférmigen
Stitzen L in gleicher Hohe, also horizontal auf (s. AYbWirkt auf den Stab in

der Mitte zwischen den Stitzen nach unten eine Kraft F, z.B. durch ein
angehangte&ewicht, so wird er sich der Kraft entsprechend durchbiegen. Dabei
wird er in seinem oberen Querschnittsteil gestaucht und im unteren gedehnt.

A

Abb.1: Biegeversuch: Stab auf Schneidlagern L im Abstand |;
Messuhr M zur Bestimmung der Durchbiegung z
infolge der Kraft F; - - - neutrale Faser des Stabes

In mittlerer Héhe des Stabquerschnitts existiert eine Schicht, diensotyale

Faser, die weder Stauchung noch Dehnung erfahrt. Die mafRgebende elastische
Konstanteim Fall der Biegung ist also der Elastizitaitsmodul (Druckspannung im
oberenTeil, Zugspannung im unteren Teil des Stabquerschnitts). Die genaue
Berechnungergibt fir einen Stab mit rechteckigem Querschnitt einen Ausdruck
fur die (geringe) Durchbiegung z in der Form:

;- I3F
4Ebh?® 3
Hierbei sind:

= Hohenanderung des Stabes in der Mitte zwischen den Auflagepunkten
= Abstand der Auflagepunkte

= Hohe des Stabquerschnitts

= Breite des Stabquerschnitts

= Kraft senkrecht zur Auflageebene

z
[

h
b
F
E = Elastizitatsmodul
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(Far eine Herleitung der Gl. (3) s. Bergmann-Schaefer, Bd. 1)

Die Bestimmung des Schubmoduls ist z.B. aus dem Torsionsverhalten eines
zylinderformigenFestkdrpers moglich. Betrachten wir zunéchst die Torsion eines
Hohlzylinders(s. Abb. 2) um den Winke, so deformiert sich die in der Abb. 2
herausgegriffene prismatische S&ule in der gezeichneten Weise um den
Scherwinkela, wenn wir sie am unteren Ende festgehalten denken und oben
tangential die Kraft dF wirkt.

Fir kleine Torsionswinkep gilt fir den Scherwinked

o- =2 @

mit | = Lange, r = Radius des Zylinders.

Die Torsion wird durch die Scherungskraft dF hervorgerufen. Somit ist die
Schubspannungdes Hohlzylinders fir kleine Scherwinkemit Gin. (2) u. (4)
gegeben durch:

dF Greo
- - Gqg =
2nrdr * | 5)
—dr
~. ! dF
N > AL

Abb.2:

S~ .~
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Die Kraft dF bewirkt ein Drehmoment dM (vgl. Versuch A8). MM d- r x dF,
hier dM =r dF und Gl. (5) folgt

2nr3Gg dr

dM = ST (6)

Fir das auf einen Vollzylinder (Radius R) wirkende Drehmoment M missen die
BeitragedM aller Hohlzylinder von r = 0 bis r = R aufsummiert werden, d.h. (Gl.
(6)) muss in diesen Grenzen integriert werden. Dies liefert:

R
M - 2nGe jr3dr _ mR'Ge (7)
Y 2]

Dasdie Torsion des Zylinders bewirkende Drehmoment ist im Gleichgewicht mit
dem (die Torsion) riicktreibenden Moment M =@ Hieraus ergibt sich (vgl.
Versuch A8) fur die soglVinkelrichtgro3eD:

TR4G
21

D - 8)

Die Eigenschwingdauer eines Torsionspendels (vgl. Versuche A4, A8) -
zylinderférmiger Draht, Drehmasse mit Tragheitsmomgntsit gegeben durch:

: )

Einsetzen der Gleichung (9) in Gl. (8) liefert:

8rl o

G =209
4 L2 (10)

R T,

Da das im Versuch verwendete Torsionspendaghg Scheibe einschl.
Befestigungsstangait Flugelschrauben) keine einfache geometrische Form hat,
sichalso ihr Tragheitsmoment hicht ohne weiteres berechnen lasst, geht man in
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folgender Weise vor (vergl. Versuch A4):

Man bringt Zusatzscheiben mit den Masserumd m und den Radien ¢(Loch)
und r, (aul3en) an. Danfolgt bei 1 Zusatzscheibe bzw. 2 Zusatzscheiben aus Gl.
(20):

lo + 2my (r” + 1) 1o+ L(m, +m)(r2+r2)
0 1 0 1 2
:B_TZI 2 2' * bzw G:8—7I4I 2 > B (11
R T, R T,

Dabeisind T, und T, die entsprechenden Schwingungszeiten. Mit GI.(10) kann |
in Gl.(11) eliminiert werden und man erhalt:

anl my(r” 1) _ 4zl (M my)(rf 1)

== =1 % pzw G (12)
4 2 2 4 2 2
R Tl B TO R T2 B TO
3. Aufgabenstellung
1. Aufgabe: BestimmerSie den E-Modul eines Stahldrahts durch Messung
der Dehnung.
2. Aufgabe: Bestimmen Sie den E-Modul von vier verschiedenen
Metallstaber{Messing, Kupfer, Aluminium und Stahl) aus der
Biegung.
3. Aufgabe: Bestimmen Sie den Schubmodul eines Stahldrahtes aus

Torsionsschwingungen.

4. Versuchsdurchfiihrung
4.1 E-Modul-Bestimmung aus Dehnungsmessungen

Nach Messung der Lange | des unbelasteten Drahtes (I = L&nge vom oberen
Einklemmpunktbis zur Markierung) visiere man mittels des Messfernrohres die
Markierungan. Durch vertikales Verstellen des Fernrohrs wird das Fadenkreuz
bzw. die Nullmarke des Okulars mit der Markierung des Drahtes zur Deckung
gebracht. Man bestimme die Hohenéanderung d.h. die Verlanggirdeg Drahtes

fur verschiedene Lasten F = mg. Die Massen m werden in Schritten von 500 g bis
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zu einer maximalen Masse von 4 kg erhoht. Den Durchmesser d des Drahtes
bestimme man an 5 verschiedenen Stellen mittels einer Mikrometerschraube.

4.2 E-Modul-Bestimmung aus der Biegung

Man bestimme die Dimension b und h der vorliegenden Metallstdbe, sowie den
Abstand | der Auflager. Die Durchbiegung z ermittle man mit der Messuhr. Die
Belastungn erh6he man schrittweise um 0,5 kg bis max. 3 kg. Bei jeder Belastung
sind zwei Ablesungen vorzunehmen. Da die Messuhr bei geringer Hohenanderung
der Messspitze eine Hemmung aufweist, wird empfohlen, eine Messung nach
zunehmendedie andere nach abnehmender Last vorzunehmen. Hierfirr wird das
Gewicht vor der Messung jeweils leicht angehoben bzw. heruntergezogen.

4.3 Schubmodul-Bestimmung aus Torsionsschwingungen

Die Massen der anzubringenden Scheiben sind auf ihnen (in g) angegeben. Die
Langel des Drahtes bestimmt man mit Hilfe eines Mal3stabs, den Radius R mit
Hilfe einer Mikrometerschraube (5 Messungen an verschiedenen Stellen.
Mittelwert!), r, und ¢, der Scheiben sind mit einer Schieblehre zu messen. Die
SchwingungszeiterT,, T,, T, bestimmt man aus je zwei Messungen zu 20
Schwingungen (Mittelwert!).

5. Auswertung

5.1 E-Modul-Bestimmung aus Dehnungsmessungen

Man ermittle den mittleren Durchmesser d des Drahtes. Die LAngenandérung
desDrahtes ist als Funktion von m auf Millimeterpapier aufzutragen. Aus der
Steigung a einer Ausgleichsgeraden ist E gemal3 Gl. (1) zu bestimmen, d.h.:

4ql
and?

E =

BeachterSie bei der Ausgleichsgeraden, dass flr keine bzw. kleine Last der Draht
gebogen ist d.h. GI. (1) nicht gelten muss.

Schatzen Sie den relativen GrofRtfehler von E nach dem Fehlerfort-
pflanzungsgesetab. Hierbei ist der Fehler in der Langenmessuihg=1 mm)

und der Dickenmessung\(l = 0,01 mm) des Drahtes und aus der Auftragung
Al(m) der Fehlera in der Steigung der Ausgleichsgeraden zu beriicksichtigen.
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5.2 E-Modul-Bestimmung aus der Biegung

Manberechne aus den Mittelwerten der Messuhranzeigen die Durchbiegung z und
trage sie als Funktion von m fur alle Stdbe gemeinsam auf Millimeterpapier auf.

Aus den Steigungen a der Ausgleichsgeraden ermittle man gem. GI. (3) den
jeweiligen E-Modul, also

g-_9°
4abh®

SchétzerSie den relativen Grof3tfehler von E ab, indem Sie die Fahfefl. mm,
Ab =Ah = 0,1 mm annehmen und aus der jeweiligen Auftragung z(m) den Fehler
Aa bestimmen.

5.3 Schubmodulbestimmung aus Torsionsschwingungen

Manberechne aus den jeweils zwei Ergebnissenir,JT, die Mittelwerte und
bestimmeentsprechend GI.(12) den Mittelwert des Schubmodul8é&s.der
Abschéatzungles relativen Groftfehleven G ist ein FehleAl =1 mm undAR =

0,005 mm anzunehmen, die anderen Messfehler werden vernachlassigt.

VergleicherSie in der Abschlussdiskussion der Messungen Ihre Ergebnisse fir E
und G mit Literaturdaten.

6. Fragen zur Selbstkontrolle

1)  Was versteht man unter elastischem Verhalten eines Festkorpers?
2)  Wasbedeuten die GroRérastizititsmodulSchubmodul, Torsionsmogul
3)  Sind die Module von der Temperatur abhangig? Wenn ja, warum?

4)  Wie ist das Tragheitsmoment eines Festkorpers definiert?

5)  Wie lautet die Schwingungsgleichung fiir ein Torsionspendel?

6) BeschreiberSie ein typisches Spannungs-Dehnungsdiagramm eines Fest-
korpers. Was passiert, wenn man den elastischen Bereich verlasst?
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Versuch A 13: Luftkissenfahrbahn

1. Literatur: Gerthsen/Kneser, Physik
Bergmann/Schéfer, Experimentalphysik, Bd.l
Pohl, Einfihrung in die Physik, Bd.l
Berkeley Physik Kurs, Bd.|

Stichworte: Geradlinige Bewegung und Bewegungsgesetze,
Energieformen, Energieerhaltung, Kraftsto3, Impuls,
Impulserhaltung, Newtonsche Axiome, d'Alembertsches
Prinzip, Schiefe Ebene

2. Grundlagen
2.1 Geradlinige Bewegung

Die translatorische Bewegung eines Korpers im Raume wird beschrieben durch
seineLager ("_" = Vektor) als Funktion der Zeit t relativ zu einem ortsfesten
Bezugspunkt =r(t). Beschrankt man sich auf die geradlinige Bewegung und legt
denBezugspunkt auf den Ort des Kérpers zur Zeit t = 0, so zeigt der VY@kior
Richtung deBewegung und hat die Lange der in der Zeit t zurlickgelegten Weg-

strecke s(t).

Bei einer gleichféormigengeradlinigen Bewegung eines Korpers ist seine
Geschwindigkeit das Verhaltnis der in der Zait zuriickgelegten Wegstrechs
= s(t +At) - s(t) zuAt. Dieses ist unabhangig von der Zeit:

voAs _ St+A) - S ong (1)
At At

Bei der nichtgleichférmigengeradlinigen Bewegung eines Korpers ist die
Geschwindigkeit zeitabh&ngignd mit dem Differenzenquotienten in Gl.(1) wird
lediglich die Durchschnittsgeschwindigkeit v im Zeitintervall zwischen t und t +
At beschrieben.

Die Geschwindigkeit v(t) (= Momentangeschwindigkeit) des Korpers ist durch den
Grenzwert von v finat - 0, d.h. den Differentialquotienten gegeben:

lim As _ds

v(t) = t-0 At dt (2)

-Al13.2 -

Die Beschleunigung a des Korpers ist gleich der zeitlichen Ableitung der
Geschwindigkeinach der Zeit bzw. der zweiten zeitlichen Ableitung des Weges:

dv _ d?s
aft) = — = —=
® & e (3)

Ist die Beschleunigung a des Kdrpers bekannt, kénnen umgekehrt
Geschwindigkeitv(t) und Weg s(t) aus GI.(3) durch zeitliche Integration mit
Kenntnis der Anfangsbedingungenyy(. s(f) bestimmt werden:

t t

v(t) = jadt’ + V() . st) = jvdt’ + S(t,) (4)

t t

Bei einer gleichférmig beschleunigten Bewegung ist a eine zeitliche Konstante
und es folgt mit GIn.(4):

vt) - at ¢ vty S - % at? + v(t,)t + sity) 5)

Bemerkung:So wie die Wegstrecke s hier mit der Lange des Vektdesiniert
wurde,sind auch die aus s abgeleiteten GréRen v und a lediglich die Langen des
Geschwindigkeitsvektorng bzw. BeschleunigungsvektaasBei der geradlinigen
Bewegung sind@ unda hier zur parallele oder antiparallele Vektoren.

2.2 Newtonsche Axiome

"Jeder Korper beharrt in seinem Zustand der Ruhe oder gleichférmigen
geradinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kréafte dazu gezwungen
wird, seinen Zustand zu &andeérnin diesem ersten der von Newton 1686
formuliertendrei Axiome wird jedem materiellen (= Masse-) Kérper ein Behar-
rungsvermdgen (Tragheit) zugeschrieben. Dieses bewirktptiasseine einwir-
kende(aul3ere) KrafE die GréRe der Bewegung eines Kérpers, d.h. das Produkt
ausseiner Masse m und seiner Geschwindigke#lso sein Impulp zeitlich
unverandert bleibt (Tragheitsprinzip):

E-o0: p = my = const (6)
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DieserSatz von der Erhaltung des Impulses kann experimentell durch Messung
der Geschwindigkeit Uber Weg-Zeit-Messungen gepriift werden. Bezugssysteme
fur die Messung, in denen GL.(6) gilt, nennt niaartialsystemeGl.(6) gilt fur
einzelne Massenpunkte und kann auf ein System von Massenpunkten bzw.
ausgedehnténicht rotierende) starre Kérper erweitert werden, wobei gasen
Gesamtimuls, m die Gesamtmasse (Summe der Einzelimpulse bzw. -massen) und
v die Geschwingigkeit des Schwerpunktes darstellt.

Wirkt auf einen beweglichen Korper eine Kigftso ist- wie das 2. Newtonsche
Axiom besagt -die zeitliche Anderung seines Impulses proportional zur
einwirkenden Kraft und in Richtung der Kraffktionsprinzip). Mit der
Festlegung: Proportionalitatskonstante = 1 gilt:

F-—=m— =ma
Todt dt a ™

~dpdv

Nach GIl.(7), demGrundgesetz der MechaniiBeschleunigungsgesetz oder
allgemeirer Impulssatz) ist die Kraf die die Beschleunigung bewirkende
GroRe. (Krafteinheit: 1 Newton; 1 N = 1 kg niJsF ist proportional zwa mit der
Einschrankungdass m eine Konstante ist (z.B. nicht von v abhangt; v << ¢ =
Lichtgeschwindigkeit). GI.(7) ist durch Bemerkungen analog Gl.(6) zu erganzen.

Das dritte Newtonsche Axiom besagt, daie Kraftwirkungen zweier Korper
aufeinanderstets gleich und entgegengerichtet sohtl, dass Krafte in der Natur
nur paarweise auftretgReaktionsprinzip). Ubt ein Korper 1 auf einen Koérper 2
die Kraft F,, aus, so wirkt der Korper 2 umgekehrt mit der Kigft auf den
Korper 1, so dass:

Fio=-Fy 8)

2.3 Prinzip von d'Alembert

Man kann das Beschleunigungsgesetz, GI.(7) auch umschreiben in die Form

E-ma=F+FE" )

und das ProduktE" = - ma als Tragheitskraftauffassen, welche mit der
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eingepragtenKraft F im Gleichgewicht steht. Man hat durch Einfiihrung der
Tragheitskraft als Scheinkraft ein beschleunigtes System auf ein System, in dem
die Kréafte im Gleichgewicht stehen, reduziert (d'Alembert 1743). Im Gegensatz
zum statischen Gleichgewicht handelt es sich hier jedoch urdygiamisches
Gleichgewicht Das Prinzip von d'Alembert ermoglicht die Vereinfachung
insbesondere komplizierter mechanischer Probleme durch Aufstellung von Gleich-
gewichtsbedingungefiir alle in einem mech. System wirkenden eingepragten
Kréfte F und Tragheitskraftg'.

2.4 Kraftstof3 und Impuls

Wirkt eine KraftkE wahrend einer Zeitspanig auf einen beweglichen Kdorper,
etwa wahrend eines Stol3es, so folgt mit GI.(7):

t+At t+At

[ ca
t

Der auf den Korper Ubertragene Impulp ist gleich dem auf ihn ausgetbten
Kraftsto / E dt (daher die Bezeichnung "Impuls").

%dt = p(t + At) - p(t) = Ap (10)

t

StoRerzwei Kérper 1 und 2 mit Impulsgn undp, aufeinander, so sind wegen
desReaktionsprinzips, GI.(8), ihre Kraftstdl3e gleich und entgegengesetzt, so auch
die beim StoR Ubertragenen Impulsp, = - Ap,. Fir den Gesamtimpups' + p,'

der Korper nach dem Stol3 folgt damit

+

Pt P TPt AR P AR TPt R, (11)

Der Gesamtimpuls der Korper bleibt also - unabhéngig von der Art des Stol3es -
ungeadndertDies folgt auch aus dem Trégheitsprinzip, Gl.(6) fir ein System von
Massepunktenda wahrend des Stol3es keine aulReren Kréfte wirken. Die GrolRe
des jeweils Ubertragenen Impulség, bzw. Ap, bleibt hierbei jedoch noch
unbestimmtSie ist von der Art des StoRRes und der beteiligten Massen abhéangig
(s.u.).

2.5 Arbeit und Energie

Wirkt eine Kraftk auf einen Kdrper langs einer durch sie bewirkten Verlagerung
ds, so wird an dem Kdorper die mechaniséibeit
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dW = Eds = Fds 12)
verrichtetund ihm die der Arbeit dW entsprecherttteergiedE zugefihrt: dW =
dE. Hierbei kann es sich z.B. um Hubarbeit an einer Masse m um die Hohe h im
Schwerefeldy der Erde handeln:

dW = mgdh, W = mgh (13)

oderum die Arbeit zum Spannen einer Feder (Federkonstante f) um die Strecke x:

2

dW = fxdx - %fd(xz) LW = Zix

N

(14)

oderum die Arbeit zum Beschleunigen eines frei beweglichen Korpers der Masse
m auf die Geschwindigkeit v:

dv 1 1
dW=mads=m=—vdt==md(v? , W=Zmv?
o > (v9) > (15)

Die Kdrper sind in den hier genannten Beispielen durch die an ihnen verrichtete
Arbeit ihrerseits in der Lage Arbeit zu verrichten, d.h. sie besitzen entweder
Energieder Lage, d.h. potentielle Energig,HGI.(13,14)), oder Energie der
Bewegung, d.h. kinetische Energig, EG1.(15)).

Darlberhinaus kann an einem Kdrper Arbeit verrichtet werden, wobei ein Teil der
Arbeit oder die gesamte Arbeit in Warmeenergie umgewandelt wird (dW = dQ).
Letzteresgeschieht z.B. bei der plastischen Verformung oder bei der gleich-
férmigen Bewegung eines Koérpers gegen eine (konstante) Reibungskraft. Die
Erfahrungbesagt, dass in einem System ohne Energieaustausch mit der Umgebung
(abgeschlossen&ystem) die Summe aller Energien konstant bleibt (Satz von der
Erhaltungder Energie). Wird in einem abgeschlossenen mechanischen System
keine Energie im Warme umgewandelt (und umgekehrt), ist insbesondere die
Summe von potentieller und kinetischer Energie eine Konstante:

E = Epot * Ekin (16)
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2.6 Elastischer Stol3

StoRen zwei Korper mit Impulsep, und p, aufeinander, so bleibt ihr
Gesamtimpuls wie schon im Abschn. 2.4 erwéhnt - ungeandert (GI.(11)). Werden
die Korper beim StoR lediglich elastisch verformt, muss wegen der Energie-
erhaltung,Gl.(16), ihre gesamte kinetische Energie nach dem Stof3 ebenfalls
ungeadndersein, da potentielle Energie der Verformung nur in der Zeitspanne des
StolRes auftritt:

e PP

‘2 ‘2
P, P,
Kin Kin 5 "5
2m

| 2m2 2ml 2m2

- E =

17

Bewegersich die beiden Kérper vor dem Stol3 langs einer Geraden und erfolgt der
Stol3 zentral, so ergibt sich fur den Impulsiibertypgmit GIn.(11) und (17):

2(m1p2 - mzpl)
Ap, = — 2 2Tl
T (18)

3. Aufgabenstellung

1. Aufgabe: UberprifenSie den Energieserhaltungssatz beim elastischen
Stol3 eines Gleiters auf einer Luftkissenfahrbahn durch Weg-
Zeit-MessungenBerechnen Sie die aufgrund nicht idealer
Versuchsbedingungen auftretende Verlustenergie.

2. Aufgabe: BestimmenSie die durch ein Gewicht bewirkte gleichméRige
Beschleunigungines Gleiters auf der Luftkissenfahrbahn aus
Weg-Zeit-MessungerBerechnen Sie den theoretischen Wert
der Beschleunigung nach dem d'Alembertschen Prinzip und
vergleichenSie ihn mit dem experimentell ermittelten Wert.
Verifizieren Sieden Energieerhaltungssatz der Mechanik und
berechnenSie die unterschiedlichen Anteile des beschleu-
nigten Systems.

3. Aufgabe: Bestimmen Sie die Erdbeschleunigung durch Weg-Zeit-
Messungen eines Gleiters auf der schraggestellten Luft-
kissenfahrbahn (schiefe Ebene).
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4. Versuchsdurchfihrung und Auswertung
4.0 Versuchsaufbau

Ein geeignetes Laborsystem Zimtersuchung der Bewegung von Massekorpern
unter Einwirkung definierter Krafte stellt die Lufkissenfahrbahn dar. Eine
Gleitschienanit hat auf ihren oberen Seiten eine Anzahl feiner Lécher, durch die
Uberein Geblase Luft gepresst wird. Dem Profil der Schiene angepasst kdnnen
sich Gleiter nahezu reibungslos auf dem Luftpolster bewegen. Eine
Startvorrichtung an einem Ende der Schiene gestattet reproduzierbare
Impulstibertrage auf den Gleiter. Zwei Lichtschranken ermdglichen in Verbindung
mit einem Zeitmesser die Messung der fir feste Weglangen bendétigten Fahrzeiten
oder der Durchlaufzeiten einer auf den Gleiter gesteckten Fahne.

Es werden zwei leicht unterschiedliche Fahrbahnen benutzt, die mit ihrem
jeweiligen Zubehdr in der folgenden Beschreibung mit | bzw. 1l bezeichnet sind.

Zu Beginn des Versuches sind die Oberflache der Fahrbahn und die Unterseite des
Gleitersauf Unebenheiten zu untersuchen. Nach Einschalten des Geblases (Starke
ca. 4) muss der Gleiter einwandfrei auf einem Luftpolster schweben. Eine
Justierungder Bahnen wurde bereits vorgenommen. Eine Nachjustierung erfolgt
nur durch den betreffenden Betreuer des Versuchs.

Der Gleiter kann mittels einer Startvorrichtung in eine gleichférmige Bewegung
versetzt werden. Abb.1 zeigt den Startvorgang fur Bahn I:

? 4

Abb.1:
Startvorrichtung
des Gleiters (I)
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Der Gleiter wird gegen ein Gummiband gedrickt und dann losgelassen. Durch
unterschiedlichddehnung des Gummibands kann der Gleiter auf verschiedene
Geschwindigkeiten gebracht werden.

An der Bahn Il ist eine Startvorrichtung montiert, bei der eine Stahlfeder in drei
verschiedenen Stufen gespannt werden kann. Die Feder wird mit einem
Drahtausléseentspannt und gestattet jeweils definierte Impulsiibertrdge an den
Gleiter II. Vor dem Start wird der Gleiter mittels eines aufgesteckten
Haftmagneten an der Vorrichtung gehalten.

An der Schiene sind jeweils zwei Lichtschranken montiert, die an die Eingéange 1
und3 (mit Spannungsversorgung) des Zeitmessers angeschlossen werden. Abb. :
zeigt die Front des Messgerats. Im vorliegenden Versuch werden zwei
Betriebsartergenutzt. In Position 1 des Schalters (7) wird die Zeitmessung an den
Startbuchse(@3) durch ein fallendes Signal (negative Flanke (2)) gestartet (s. Kap.
4.2 u. 4.3). Das Eintreten der Gleiterfahne in den Lichtstrahl einer Schranke
(negative Flanke (6)) stoppt die jeweilige Zeitmessung und zeigt sie im
betreffendenFenster (9) an. In Position 3 des Schalters wird die Dunkelzeit
(Strahlunterbrechunglurch die Fahne der an Kanal 1 u. 3 angeschlossenen
Lichtschrankenm Vor- und Rucklauf des Gleiters gemessen und in den Fenstern
1 u.2 (Kanal 1) sowie 3 u. 4 (Kanal 3) angezeigt (Kap. 4.1).

7o o gk o,
T
BRAABAHR < BBHA/ARAE

3

Fomem TadrTdd
RESET A {7
e ™ ooy B

Abb.2: Zeitmessgerat:
1 Rickstelltaste; 2 Flankeneinstellung Startsignal;
3 Startbuchsen; 4, 5 Lichtschrankenanschliisse 1-4;
6 Flankeneinstellung Lichtschranken; 7 Betriebs-
artenschalter; 9 Zeitanzeigen
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4.1 Elastischer StoR

Der Gleiter wird wie zuvor beschrieben gestartet. Am anderen Ende der Bahn |
erfolgt zwischen einer dort angebrachten Feder und der RuckstoR3feder des
Gleitersein elastischer StoRvorgang. Bei der Bahn Il erfolgt der Stol3 zwischen
einem am Gleiter aufgesteckten Steg und einem Uber die Bahn gespannten
Gummiband(ahnlich der Startvorrichtung 1), dessen Position l&angs der Schiene
verstellbar ist Es wird hier bei etwa 20 cm vor Bahnende montiert. Es ist die
kinetische Energie des Gleiters vor und nach dem Stof3 zu bestimmen. Zur
Messungseiner Geschwindigkeit wird eine Lichtschranke ca. 20 cm vor der
Stol3positio angebracht (Anschluss an Kanal 1), die andere ca. 20 cm hinter der
Startposition (Vorderkante Fahne) des Gleiters (Anschluss Kanal 3). Die
Digitaluhr (Schalter 7 in Pos. 3) misst dann die Durchlaufgsiter Fahne (Léange

| = 10 cm) kurz nach dem Start, vor und nach dem Stol3 und zuletzt nach dem
Rucklauf.Die Zeitmessung gestattet (nach Wiegen des Gleiters) die Impuls- bzw.
Energiednderung beim Stol3 sowie infolge der Reibung langs der Bahn zu
bestimmen.

Der Versuch ist fur 3 verschiedene Anfangsgeschwindigkeiten je dreimal
durchzufinren. Bei Bahn | sollte die Auslenkung (Dehnung des Gummibandes der
Startvorrichtung)so definiert erfolgen (z.B. durch Positionierung der Gleiter-
Hinterkantean der Wegskala), dass sich die Geschwindigkeiten innerhalb einer
Mesgeihe um weniger als 10 % unterscheiden. Nach Berechnung der einzelnen
Geschwindigkeiten kdnnen nach Wiegen von Gleiter (einschl. Flagge) die
kinetischen Energien berechnet werden.

Aus den Messwerten jeder Messung sind die kinetischen Energien E u. E' des
Gleiters unmittelbar vor und nach dem Stol3 dathus der EnergieverlusE, =

E - E' beim Stol3 zu berechnen, ebenso die kinetische Enefgént Start und E

beim Ende der Messung. Hieraus ist der EnergieveA&gt=E, - E, -AE des
Gleitersauf der Bahn zu bestimmen. Stellen Sie diese Energieverluste sowie die
RelativverlusteA, = AEJE bzw. AE,/E in einer Tabelle zusammen. Diskutieren
Siedas Ergebnis anhand der jeweils aus einer Messreihe bestimmten Mittelwerte.

4.2 Beschleunigter Gleiter

Abb.3 zeigt den Versuchsaufbau zu gleichméaRigen Beschleunigung des Gleiters
auf der Bahn I. Der Gleiter mit Masse mird durch ein Zugband (Magnetband
geringer Masse) mit einem Gewichtsstiick der Masse &0 g verbunden. Das
Bandist so am Gleiter einzuh&ngen, dass es parallel zur Oberflache der Bahn
oberhalbdes Strahlwegs der Lichtschranken verlauft. Am Ende der Bahn wird es
Uberden Umlenker gelegt, in dem sich wie auf der Bahnoberflache Luftlécher
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befinden. Die Starke der Luftstromung lasst sich durch eine Stellschraube so
regulieren, dass das Band auf einem Luftpolster liegt.

Gleiter Magnetband
Umlenker

Stellschraube

Gewicht

Abb.3: Versuchsaufbau zur gleichmafligen Beschleunigung des
Gleiters | mittels eines Gewichts

Die Weg-Zeit-Messung wir wie folgt durchgefuhrt: Am Bahnanfang wird der
Gleiter | vor dem Start durch einen Elektromagneten festgehalten. Dessen
Versorgungsspannung (Synchronausgang) wird an die Startbuchsen des
Zeitmesserangeschlossen (Schalter 7 in Pos. 1). Der Gleiter und die Zeitmessung
werdendurch Abschalten des Elektromagneten gestartet. Die paarweise am
Eingangl u. 3 angeschlossenen Lichtschranken zum Stoppen der Zeitmessung
werdenan insgesamt 6 verschiedenen Wegmarken, z=82@, 30, 40, 60, 70 u.

80 cm vom Start (Vorderkante Fahne) entfernt montiert. Jede Zeitmegeumty t
zweimal durchgefiihrt und daraus der Mittelwert berechnet.

Die Weg-Zeit-Messung auf Behn Il geschieht &hnlich. Die Beschleunigung des
Gleiters bewirkt ein Gewicht der Masse, m 10 g, das mittels eines Uber eine
Umlenkrolle gefiihrten Bindfadens mit dem Gleiter verbunden ist. Die beim
elastischen StoR3 benut&eartvorrichtung wird umgedreht montiert und vor dem
Start jeweils in die Spannungsstufe 2 (mittlere Spannung) gebracht. In dieser
Stellung wird der Gleitean der Vorrichtung magnetisch gehalten. Das Auslésen
desStarters bewirkt das Freigeben der Magnethalterung ohne Impulsiibertragung
aufden Gleiter. Vor dem Start sind die Startbuchsen (3) des Zeitmessers Uber der
Starter kurzgeschlossebas Offnen des Stromkreises beim Start startet zugleich
die Zeitmessung. Die Lichtschranken werden wie zuvor beschrieben montiert und
angeschlossen, die Messungen analog durchgefihrt.

Fur die Berechnung der Beschleunigung sind die Massen von Gleiter und
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Gewichtsstlickzu bestimmen. Die Masse des Zugbandes bzw. Bindfadens wird
vernachlassigtFir jede Messreihe sind folgende Auswertungen vorzunehmen:
Die Messwerte ;st; sind in ein geeignetes Weg-Zeit-Diagramm einzutragen, so
dassaus der Steigung einer Ausgleichsgeraden die Beschleunigung a ermittelt
werdenkann. Leiten Sie die fir das System geltende Kraftgleichung aus dem
d'AlembertscherPrinzip her und bestimmen Sie den theoretischen Wert der
Beschleunigung a. Vergleichen Sie diesen Wert mit dem experimentellen
ErgebnisBerechnen Sie aus den Messergebnissamdx die kinetische Energie

von Gleiter und Gewicht L(t) fur die verschiedenen Messzeitenuhd
vergleichenSie diese mit der Abnahme der potentiellen Energie des Gewichts
E,o(x). Verifizieren Sie mit diesen Werten den Energieerhaltungssatz der
Mechanik.

4.3 Gleiter auf schiefer Ebene

Die Bewegung des Gleiters auf der der schiefen Ebene ist gleichférmig
beschlenigt wie im Versuchsteil 4.2. Ziel dieses Versuchsteils ist es, die Erd-
beschleunigung aus der Beschleunigung a des Gleiters auf der geneigten Bahn
mit wie zuvor durchgefiihrten Weg-Zeit-Messungern &ir zwei verschiedene
Neigungswinkeb der Bahn zu bestimmen. DieFahrbahn wird in eine Schraglage
versetztindem man einen oder zwei Holzkl6tze (jeder mit Hohe 3tm) unter
denFufl3 der Fahrbahn auf der Startseite legt. Der Withkigdr so entstandenen
schiefen Ebene ergibt sich aus der Beziehung:

sinG = Th

wobeih die Gesamthohe der Holzkl6tze und | der Abstand zwischen Quer- und
Einzelfuss der Fahrbahn ist (Bahn I: | = 150 cm, Bahn Il: | = 143,5 cm).

Die Messungen sind wie zuvor fir die genannten Messstreckerzeeimal
durchzufiihren und diErgebnisse entsprechend aufzutragen. Bestimmen Sie aus
denAusgleichsgeraden die Beschleunigungen a und daraus die Erdbeschleunigung
g. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Tabellenwert fiir g und diskutieren Sie
mogliche Fehlerquellen.

5. Fragen und Aufgaben zur Selbstkontrolle

1) Nennen Sie die geradlinigen Bewegungsarten und die zugehérigen
Bewegungsgesetze. Vergleichen Sie diese z.B. mit denen der Kreis-

2)
3)

4)
5)
6)

7
8)
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bewegung.
Wie lauten dieNewtonschen Axiorfle

WelcheEnergieformen treten in den Versuchen auf und welche Gesetze
gelten fir sie?

Erlautern Sie den Zusammenhang zwisdieaftstolRundimpuls
Formulieren Sie delmpuls-undEnergieerhaltungssatz

Stellen Sie die Energie- und Impulsgleichungen fur den elastischen und
unelatistischementralen StolR der Masseg umd Geschwindigkeitmit der
Masse m und Geschwindigkeit v= 0 auf und bestimmen Sie die
Geschwindigkeiten wund v, als Funktion des Massenverhaltnissesnn

Erlautern sie dad'Alembertsche Prinzip

Welche Kréfte wirken auf einen Korper ein, der reibungsfrei auf einer
schieferEbene gelagert ist? Welche Komponenten bewirken eine Beschleu-
nigung des Korpers?
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Fehlerrechnung

1. Systematische und statistische Fehler

JedeMessung einer physikalischen GroRRe ist mit einem Fehler verbunden. Es ist
daher notwendig bei der Angabe des Messwertes eine Fehlerabschéatzung
anzugeben.

Man unterscheidet systematische und zuféllige, d.h. statistische Fehler. Die erste
Fehlersortehat ihre direkte Ursache im Messsystem und ist h&ufig daran zu
erkennengdass das Messergebnis grundsatzlich zu groR bzw. zu klein gegenuber
theoretischeWerten oder Ergebnissen aus anderen Messarten ist. Um systema-
tischeFehler zu minimalisieren muss das Messsystem, also die Versuchsapparatur
geéandert werden und/oder es mussen numerische Korrekturen des
Messergebnisses angestellt werden.

Ein statistischer Fehler entsteht durch zuféllige positive und negative Ab-
weichungen beim Messen. Beispielsweise féllt bei einer La&ngenbestimmung die zu
messend&trecke nicht mit einem Teilstrich eines Maf3stabes zusammen und man
mussdaher Zwischenwerte schatzen. Oder aber der angezeigte (digitale oder
analoge)Wert bei einer Spannungsmessung ist zeitlich nicht konstant sondern
schwanktum einen mittleren Wert, so dass durch die Schatzung eines zeitlichen
Mittelwertes oder durch den Zeitpunkt der Messung ein statistischer Fehler
entsteht. Statistische Fehler sind durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
charakterisiertwelche angibt, wie wahrscheinlich eine gemessene Abweichung
vom exakten (wahren), d.h. wahrscheinlichsten Wert (Erwartungswert) ist. Je
haufiger ein Messvorgang wiederholt wird, desto genauer wird die
Wahrscheinlichkeitsverteilung und damit auch der wahrscheinlichste Wert
ermittelt bzw. desto geringer wird dessen statistische Messunsicherheit (s.u.).

2. Mittelwert, Standardabweichung, M essunsicher heit

Die beste Schatzung fur den wahrscheinlichsten Wert einer Messgrof3e x aus n
verschiedenekiinzelmessungen grhéalt man durch Bildung desithmetischen
Mittelwertesx:

Sk
HM:
X

1)

Haufig wird in der Literatur bei statistischen Formeln mit Summenausdriicken eine
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verkirzteSchreibweise verwendet, die die Summationsgrenzen und den Laufindex
unterdrickt:

X =

Sl

LX (2)

Diese abkiirzende Schreibweise wird auch im weiteren Text benutzt.

Ist der Mittelwertx bekannt, so geben die Differenzbetrdge - X| die
Abweichungender einzelnen Messergebnisse vom Mittelwert an und sagen so
bereitsetwas lUber die Genauigkeit der Messungen aus. Aus numerischen Griinden
nimmt man statt der Differenzbetrage die Differenzquadratedixund definiert

als Standardabweichung s:

s |LOCX® oy ®)
n-1

Die Standardabweichung gibt den mittleren statistischen Fehler einer Einzel-
messungn. Die (positive) Wurzel wird eingefiihrt, damit die GréRRe s die gleichen
Einheiten besitzt wie die MessgréRe selbst und somit mit ihr vergleichbar wird.
Die Division durch n - 1 statt n berlicksichtigt die Tatsache, dass bei nur einer
Messung (n = 1) keine statistische Aussage gemacht werden kann, d.h. s
undefiniert ist.

Die in Gleichung (3) angegebene Definitionsgleichung fir die Standard-
abweichung wird in dieser Form im allgemeinen nicht benutzt. Alle gangigen
Taschenrechner verwenden die aquivalente Gleichung

(4)

da hier nicht die Messergebnisse einzeln gespeichert werden missen, lediglich
deren Summe bzw. Quadratsumme.

Nebender Angabe von Mittelwert und Standardabweichung ist haufig auch die
Angabeder statistischen Sicherheit des Mittelwertes von Interesse, da dieser ja
lediglich eine Schatzung des Messergebnisses gem. Gl. (2) darstellt, die fur eine
geringe Anzahl n von Einzelmessungen sehr unsicher ist.s@igstische
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Messinsicherheitu ist ein MaRR fur den mittleren (statistischen) Fehler des
Mittelwertes

, h>1 ®)

Wahrenddie Standardabweichung s als MaR fir die statistische Streuung der
Einzelmessungen, kKir eine grof3e Anzahl n gegen einen bestimmten Wert > 0
strebt,wird die statistische Messunsicherheit u des Mittelwertei wachsender
Anzahl n geringer und strebt fir sehr grof3e n gegen Null.

Selr oft sind die Messwerte rormalverteilt, d.h. ihre relative Haufigkeit wird
durch eine sogNormal- oder Gauf3'sche Verteiluggx) beschrieben:

1 (X - Xo)2
_ _ 6
000 - — exp( — ] (6)

Hierbei gibt das Integral

POy -~ | @(dx ™

1

an, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Messwertéfir eine grof3e Anzahl der
Messungenn - «) im Intervall (x, X,) liegen. Der Verlauf der Funktiap(x) ist,

wie Abb. 1. zeigt, symmetrisch um den wahrscheinlichsten Wgertda&n
Erwartungswertund hat die Form einer Glockenkurve mit der Halbwertsbreite
von etwas mehr alss2

Fir sehr grof3e strebt der aus der Messreihe bestimmte Mittelwegegen den
Wert x, der Funktiong(x), die Standardabweichung s gegen den WeidDie
Wahrscheinlichkeitdass das Ergebnis &iner Einzelmessung im Intervalks,
d.h.x, £ ¢ liegt, betrégt mit Gl. (7) ca. 68 %, fir das Intervglt2c ca. 95 % und

fir x, + 36 schon 99,7 %. Anliches gilt fiir die statistische Messunsicherheit u des
Mittelwertes:Die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Wegitxsog. (einfachen)
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Abb.1: Funktionp(x) der Gaul3'schen oder Normalverteilung mit
wahrscheinlichstem Wert xind den Bereichen,x o,
X, £ 20 und X, £ 3o fur die rel. Haufigkeit eines Messwertes
X von 68 %, 95 % und 99,7 %

Vertrauensbereick + u liegt, betragt ca. 68 %, fir den zwei- bzw. dreifachen
Vertrauensbereiclx + 2u bzw.x + 3u schon etwa 95 % bzw. 99,7 %.

Zu beachten ist jedoch, dass die Angabe einer statistischen Messunsicherheit bzw
eines statistischen Vertrauensbereiches fiir den Mittelwemer Messreihe nur

in Verbindung mit dem Schéatzwert fir mégliche systematische Fehler sinnvoll ist.
Derinsgesamt resultierende Fehler eines Messergebnisses ist immer die Summe
derBetrage aus systematischen und unsystematischen Fehlern. So ist es z.B. nict
sinnvdl, eine Messung beliebig oft zu wiederholen, blof3 um die statistische
Messunsicherheit zu reduzieren, wenn gleichzeitig der Schatzwert fir
systematische Fehler viel groR3er ist.

Beispiel: Im Versuch A 9 (Bestimmung des Elastizitdétsmoduls) soll der E-Modul
einesMetallstabes aus der Biegung bestimmt werden. Es gilt der Zusammenhang:

|3
Z =

3
F bzw. E = ! F
z
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4Ebh3 4bh?® ®
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mit: Durchbiegung, | = Lénge, b = Breite, h = Hohe des Stabes,
E-Modul, F = angreifende Kraft

Z =
E =
Typische Werte sind z.B. | =1 m, b = 15,15 mm, h = 8,0 mm, sowie

F (N) z (mm) F/z (N/mm)
0 0 -
4,90 1,69 2,899
9,80 3,566 2,753
14,7 5,24 2,805
19,6 6,95 2,820
24,5 8,84 2,771
29,4 10,47 2,808

Damit ergibt sich:
fir den Mittelwert des Verhaltnisses F/z:F/z = 2,809 N/mm
fur die Standardabweichung: s =0,05N/mm
fur die Messunsicherheit des Mittelwertsu = 0,02 N/mm

also F/z = (2,81 £0,02) N/mm = 2,81 N/mm +0,7 %

Werdendie Grof3en |, b und h als fehlerfrei und keine systematischen Messfehler
angenommen, ergibt sich als Endergebnis fir den E-Modul:

E = 9,05 x 18 Nm?+0,7 % = (9,05 + 0,06) x FONm?

Zu beachten ist bei der Angabe von Ergebnissen, dass der ermittelte Fehler nicht
mit mehr als ein bis zwei Ziffern bzw. zwei Stellen hinter dem Komma angegeben
wird. Entsprechend der Fehlerangabe ist auch das Endergebnis auf- oder
abzurunden. Es macht meistens keiSem und tauscht nur Genauigkeit vor, die
vielen Nachkommastellen eines Taschenrechner-Displays anzugeben.
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3. Fehlerfortpflanzung

Im allgemeinen ist zur Bestimmung einer physikalischen Grof3e y die Messung
mehrerer einzelner (verschiedener) Parametes x.. erforderlich. Es stellt sich
danndas Problem, wie die einzelnen Fellgrbei der Messung der Parameter die
UnsicherheitAy bei der Bestimmung der gesuchten GréRRe y beeinflussen. Fir
nicht zu grof3e Fehlexx, giltin 1. N&herung:

:ﬂAXi

Ay
x,,=const X, 9)

Als Abschéatzung fur den gréRtmdglichen Fehler unter Beriicksichtigung aller
Einzelfehler wird folgende Beziehung defininiert:

+ oy AX,

0
(Ay)max - y AXl ax2

oXy

+ ... (10)

Beispiel: Im Versuch A3 (Dichte fester Koérper) wird die Dichpevon
Metallzylindernaus ihrer Masse m mittels Wagung und ihrem Volumen V mittels
Messung der AbmalRe (Durchmesser d, Hohe h) bestimmt. Es gilt:

p:m: 4m
V. rd?h

(11)

Die Dichte p ist damit von der Bestimmung der 3 EinzelgréRen m, d und h
abhéngig. Fur derelativen Grof3tfehlefAp /p) ., €rgibt sich damit:

[ﬁ) :i[ apAm + apAd + apAh )
P )max P\ Jom ad oh
2Ad

:Am
m d

(12)
. [an
h

+
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Typische Messergebnisse sind:
m=132,980g d =2,50cm h =3,50 cm
Am= 2mg Ad = 0,00lcm Ah = 0,01cm
Damit ergibt sich:
p=7,74gcm
(Ap/p)max=1,5x 10 +8,0x 16+ 2,9 x 10 ~ 1,09 x 1F =~ 1,1 %
p=774gcri+1,1% = (7,74 +0,09) g cin

Beispiel: Im Versuch B 2 (Bestimmung der spezifischen Warmekapazitat fester
Kdrper)soll der Wasserwert des verwendeten Kalorimeters bestimmt werden. Es

gilt:

W T, - Ty
K =My —— M (13)
Ty - T,

Hierbei ist:
W = Wasserwert des Kalorimeters
m, , T, = Masse, Temperatur des kalten Wassers im Kalorimeter
m, , T, = Masse, Temperatur des hinzugefugten heiRen Wassers
Ty = die sich einstellende Mischungstemperatur

W, ist von der Bestimung der 5 EinzelgréRen m,, T, , T, und T, abhangig.
Damit wird derabsolute GréRtfehlefAW, ), ax-

AW.) AW, A oW, A AW, AT
= m, |+ m, |+ +
K /max aml 1 amz 2 aTl 1
(14)
W, AW,
+ AT, ATy,
aT, Ty

bzw.
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(T, Ty)Am,
(AW, Jmax= |Am1 | * T,-T, +
(15)
| mmat, | AT, | Tymar,
| (TM - T1)2 ITM 7Tl | (TM - T1)2

Typische Werte sind:

m, = 264,59 Am; =0,1g T, = 51,8°C AT, =0,1°C
m,= 219,79 Am, =0,1¢ Ty = 34,9°C AT, =0,1°C
T, = 22,4°C AT, =0,1°C

Damit ergibt sich:
W, = 32,539
(AW, ),x=0,19+0,14g+238g+1,76g+4,1385¢g
W,=(33+9)g=33g £26 %

Bei der Berechnung des grof3ten Fehfexrsh der Fehlerfortpflanzung sollte man
denEinfluss eines jeden Parameters diskutieren. Im obigen Beispiel sieht man,
dass die Fehler in der Temperaturmessung den grof3ten Einfluss auf die
Genauigkeit der Wasserwertbestimmung hat.

4. Ausgleichsgeraden

Oft sollin der Physik ein theoretisch begriindeter Zusammmenhang zwischen zwei
GroRRenx und y im Experiment bestétigt werden. Nicht selten besteht zwischen
den GroRen x und y ein linearer Zusammenhang, d.h.

y = a+bx (16)

Dabekanntlich jede Messung mit einem Fehler behaftet ist, werden die Messwerte
(X , ¥) bei einer graphischen Darstellung=yf (x) mehr oder weniger um eine
Gerade streuen. Gesucht ist diejenige Gerade, die die fehlerbedingten Ab-
weichungenbestmdglich ausgleicht. Diese kann im einfachsten Fall durch eine
visuelleSchatzungd.h. das Zeichnen einer geeigneten Geraden mit einem Lineal
gefunden werden. Objektiver lassen sich die Konstanten a und b der
Geradengleicung nach deMethodeder kleinsten Fehlerquadrateerechnen.
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Man untersucht, fur welche Konstanten a und b der Ausdruck:

Y = AX®
Y.(a+bx -y)?
Y = A exp(BX)
ein (absolutes) Minimum einnimmt. Die Konstanten erfiillen dann die Bedingung:
Y = AX + BX3

aiaZ(amxfy)Z:o, %Z(amxfy)zzo (17)

Die Differentation liefert das Gleichungssystem:

an+bYx=Yy , ayx +bYx?=Yxy (18)

mit der Losung:

a- LYEX?-FXFXy  _nExy-¥x}y

Y (Xx? | nyx?- (D) (19)

Beachte: Fir eine Ausgleichsgerade, welche durch den Koordinatenursprung
verlaufen soll (a = 0), d.h. y=Db x lautet die entsprechende Ldsung:

b:ZXy

ZX 2 (20)

Das Verfahren der kleinsten Fehlerquadrate wird fast immer bei der Suche des
bestenFits angewendet. Die Geradengleichung ist (nach der Mittelwertbildung)
der einfachsteind gebrauchlichste Fall und daher auf fast jedem Taschenrechner
verfugbar.

Derhaufig benutzte RegressionskoeffizieAti® mit Vorsicht zu verwenden. Mit

ihm kann die Gite der Fitfunktion mehrerer unabhéngiger Messreihen miteinander
verglichenwerden. Der Regressionskoeffizient von nur einer Messreihe hat in
physikalischer Hinsicht keine direkte Aussagekraft.

In Féllen, in denen die GréRe Y(X) nicht linear von X abhangt, kann oft der
gesuchte formale Zusammenhang durch geeignete Transformation y(X,Y), x(X,Y)
in eine Geradengleichung y = a + bx Ubergefihrt werden, z.B.:
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y=In(Y) x=In(X)
a=In(A) b=B

y=In(Y) x=X
a=In(A) b=B
y=Y/X x=X?
a=A b=B
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