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Fehlerrechnung

1. Systematische und statistische Fehler

Jede Mesaung einer physikali schen Grofe ist mit einem Fehler verbunden. Esist
daher notwendig bei der Angabe des Messwertes eine Fehlerabschéatzung
anzugeben.

Man unterscheidet systematische undzuféllige, d.h.statistische Fehler. Die este
Fehlersorte hat ihre direkte Ursache im Messg/stem und ist haufig daran zu
erkennen, dassdas Messergebnis grundsétzlich zu groR3 kew. zu Klein gegentiber
theoretischen Werten oder Ergebnissen aus anderen Messarten ist. Um systema-
tische Fehler zu minimali sieren mussdas Messystem, also deV ersuchsapparatur
gedndert werden undoder es missen numerische Korrekturen des
Messergebnisses angestellt werden.

Ein statistischer Fehler entstent durch zufélige positive und regative Ab-
weichurgen beim Mesen. Beispielsweisefélt bei einer Langenbestimmung die zu
messende Strede nicht mit einem Teil strich eines Mal3stabes zusammen undman
muss daher Zwischenwerte schétzen. Oder aber der angezegte (digitale oder
analoge) Wert bel einer Spannurgsmessung ist zeitli ch nicht konstant sondern
schwankt um einen mittleren Wert, so dassdurch de Schétzung eines zeitli chen
Mittelwertes oder durch den Zeitpurkt der Mesaung ein statistischer Fehler
entsteht. Statistische Fehler sind duch eine Wehrscheinli chkeitsverteilung
charakterisiert, welche angibt, wie wahrscheinlich eine gemessene Abweichurg
vom exakten (wahren), d.h.wahrscheinlichsten Wert (Erwartungswert) ist. Je
haufiger ein Messvorgang wiederholt wird, desto genauer wird die
Wahrscheinlichkeitsverteilung und damit auch der wahrscheinlichste Wat
ermittelt bzw. desto geringer wird dessen statistische Mesaunsicherheit (s.u.).

2. Mittelwert, Standardabweichung, M essunsicher heit

Die beste Schétzung fir den wahrscheinlichsten Wert einer Mesgrofle x aus n
verschiedenen Einzdmesaungen x erhdt man durch Bildung des arithmetischen
Mittelwertes x:
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Haufigwird in der Literatur bei statistischen Formeln mit Summenausdriicken eine
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verkirzte Schrelbwei se verwendet, diedie Summetionsgrenzen und en Laufindex
unterdriickt:

X =

Sl

LX @)

Diese &klrzende Schreibweise wird auch im weiteren Text benuizt.

Ist der Mittelwert X bekannt, so geben de Differenzbetrédge |x;, - X| die
Abweichurgen der einzelnen Messergebnise vom Mittelwert an und sagen so
bereits etwas Uiber die Genauigkeit der Mesaungen aus. Aus numerischen Griinden
nimmt man statt der Diff erenzbetrage die Diff erenzquadrate (x; - X)? und dfiniert
as Sandadabweichungs:
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Die Standardabweichurg ghbt den mittleren statistischen Fehler einer Einzd-
mesaung an. Die (pasitive) Wurzd wird eingeflihrt, damit die GroRe sdiegleichen
Einheiten besitzt wie die Mesgrofe selbst und somit mit ihr vergleichbar wird.
Die Division duch n- 1 statt n berlicksichtigt die Tatsache, dassbei nur einer
Mesaung (n = 1) keine statistische Aussage gemadt werden kann, d.h.s
undefiniert ist.

Die in Gleichung (3) angegebene Definitionsgleichung fir die Standard-
abweichung wird in deser Form im algemeinen rnicht benutzt. Alle géngigen
Taschenrechner verwenden die &uivalente Gleichurg

(4)

da hier nicht die Messergebnisse einzdn gespeichert werden missen, lediglich
deren Summe bzw. Quadratsumme.

Neben der Angabe von Mittelwert und Standardabweichung ist haufig auch de
Angabe der statistischen Sicherheit des Mittelwertes von Interess, da dieser ja
lediglich eine Schédtzung des Messergebnisses gem. Gl. (2) darstellt, die fur eine
geringe Anzahl n von Einzedmessungen sehr unsicher ist. Die statistische
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Mesaunsicherheit u ist ein Mal3 fur den mittleren (statistischen) Fehler des
Mittelwertes

, h>1 ®)

Wiéhrend die Standardabweichung s s Mal3 fir die statistische Streuurg der
Einzdmesaungen x fur eine grofRe Anzehl n gegen einen bestimmten Wert > 0
strebt, wird de statistische Mesaunsicherheit u des Mittelwertesx mit wachsender
Anzahl n geringer undstrebt fur sehr grof3e n gegen Null.

Sehr oft sind de Mesawverte x; normalverteilt, d.h.ihre relative Haufigkeit wird
durch eine sog. Normal- oder Gauf3sche Verteilung ¢(x) beschrieben:
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Hierbei gibt das Integral

e(x) =
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an, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Messwerte x; (fiir eine grof®e Anzahl der
Mesaungen, n - «) imIntervall (x,, X,) liegen. Der Verlauf der Funktion @(x) ist,
wie Abb. 1. zeigt, symmetrisch um den wahrscheinlichsten Wert x, (den
Erwartungswert) und hat die Form einer Glockenkurve mit der Halbwertsbreite
von etwas mehr als 2c.

Fir sehr grof¥e n strebt der aus der Messeihe bestimmte Mittelwert X gegen den
Wert x, der Funktion @(x), die Standardabweichung s gegen den Wert 6. Die
Wahrscheinlichkeit, dassdas Ergebnis x; einer Einzdmesaung im Intervall X s,
d.h.x, + ¢ liegt, betragt mit Gl. (7) ca 68%, fur dasIntervall x,+ 26 ca 95% und
fur x, + 3o schon 99, ®%6. Anliches gilt fiir die statistische Mesaunsicherheit u des
Mittelwertes: Die Wahrscheinli chkeit, dassder wahre Waet x, im sog. (einfachen)
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Abb.1:  Funktion ¢(x) der Gauf3schen oder Normalverteil ung mit
wahrscheinli chstem Wert x, und dn Bereichen x, + o,
X, £ 20 und X%, + 3o fur dierel. Haufigkeit eines Mesavertes
X von 68%, 95% und 99,7%

Vertrauensbereich X + u liegt, betrégt ca 68 %, fir den zwei- bzw. dreifachen
Vertrauensbereich X + 2u kew. X = 3u schonetwa 95 % bzw. 99,7%.

Zu beadtenist jedoch, dassdie Angabe e@ner statistischen Mesaunsicherheit bzw.
eines gatistischen Vertrauensbereiches fiir den Mittelwert X einer Mesgeihe nur
inVerbindurg mit dem Schétzwert fir mogli che systematische Fehler sinnvoll i st.
Der insgesamt resulti erende Fehler eines Messergebnisses ist immer die Summe
der Betrége aus systematischen und usystematischen Fehlern. Soist esz.B. nicht
sinnvoll, eine Mesauing beliebig oft zu wiederholen, Hof3 un die statistische
Messunsicherheit zu reduzieren, wenn gleichzeitig der Schéatzwert fir
systematische Fehler viel grofer ist.

Beispiel: ImVersuch A 9 (Bestimmung des Elastizitétsmodus) soll der E-Modu
eines Metall stabes aus der Biegung bestimnt werden. Es gilt der Zusammenhang:
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mit:  z = Durchbiegung, | = Lange, b= Breite, h= H6he des Stabes,
E = E-Modd, F = angreifende Kraft

Typische Wetesindz.B.1 =1m, b=15,15mm, h=8,0mm, sowie

F (N) z (mm) F/z (N/mm)
0 0 -
4,90 1,69 2,899
9,80 3,566 2,753
14,7 5,24 2,805
19,6 6,95 2,820
24,5 8,84 2,771
29,4 10,47 2,808

Damit ergibt sich:
fir den Mittelwert des Verhdtnises F/zz  F/z = 2,809N/mm
fUr die Standardabweichung: s =0,05N/mm
fur die Mesaunsicherheit des Mittelwerts:  u = 0,02N/mm
dso F/z = (2,81+£ 0,02 N/mm = 2,81N/mm +0,7%

Werden die Grolen |, b undh asfehlerfrei undkeine systematischen Mesgehler
angenommen, ergibt sich als Endergebnis fir den E-Modu:

E = 9,05x 10"°Nm?+0,7% = (9,05+ 0,06 x 10"° Nm*

Zu beaditen ist bei der Angabe von Ergebnissen, dassder ermittelte Fehler nicht
mit mehr alsein biszwel Ziffern bew. zwei Stellen hinter dem Komma angegeben
wird. Entsprechend der Fehlerangabe ist auch das Endergebnis auf- oder
abzurunden. Es madht meistens keinen Sinn undtéuscht nur Genauigkeit vor, die
vielen Nachkommestell en eines Taschenrecdhner-Displays anzugeben.
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3. Fehlerfortpflanzung

Im algemeinen ist zur Bestimmung einer physikalischen Grée y die Mesaung
mehrerer einzdner (verschiedener) Parameter X,, X,, ... erforderlich. Es gdlt sich
danndas Problem, wie die @énzenen Fehler Ax; bei der Mesaung der Parameter die
Unsicherheit Ay bei der Bestimmung der gesuchten Gréfl3e y bednflussen. Fir
nicht zu groffe Fehler Ax; gilt in 1.Né&herung:

:ﬂAXi

Ay 9
X;,;=const  OX; ©)

Als Abschédtzung fur den grémaoglichen Fehler unter Beriicksichtigung aller
Einzdfehler wird folgende Bezehurg defininiert:

+ oy AX,

G,
(AY) ek = y AX, ~
2

oX,

+ ... (10)

Beispiel: Im Versuch A3 (Dichte fester Korper) wird die Dichte p von
Metall zylindern ausihrer Masse m mittels Wagung undihrem Volumen V mittels
Mesaung der Abmal3e (Durchmesser d, Hohe h) bestimnt. Es gilt:
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(11

Die Dichte p ist damit von der Bestimmung der 3 EinzegrofRen m, d und h
abhéngig. Fur den relativen Grofdfehler (Ap /p) . €rgibt sich damit:
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Typische Messrgebnise sind:
m=132,980g d =2,50cm h =3,50cm
Am= 2mg Ad = 0,0lcm Ah = 0,01cm

Damit ergibt sich:
p=7,74gcm?
(Ap/P)e =1,5%10°+8,0x10°%+2,9% 10°~ 1,09x 10% = 1,1%
p=7,74gcm®*+1,1% = (7,74+ 0,09 g cm?,

Beispiel: Im Versuch B 2 (Bestimmung der spezfischen Warmekapaaztét fester
Korper) soll der Wasserwert des verwendeten Kalorimeters bestimnt werden. Es

gilt:

W T, - Ty
K =My —— M (13
Ty - T,
Hierbei ist:
W = Wassrwert des Kalorimeters
m, , T, = Mass, Temperatur des kalten Wassers im Kal orimeter
m, , T, = Mass, Temperatur des hinzugefligten heilen Wassers
Ty = diesich einstell ende Mischungstemperatur

W, ist von der Bestimung der 5 Einzdgréen m;, m,, T, , T, undT,, abhéngig.
Damit wird der absolute Groffehler (AW,) e

AW.) aWKA aWKA oW, AT
= m, |+ m, |+ +
omac lom, Tt om, ? oT, !
(14
oW, oW,
+ AT2 ATM
aT, T,
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(T,-T,)Am,
(AWK)max - |Am1 | + TM ~ Tl +
(15
| mmat, | |mat, | Tymar,
| (TM - T1)2 ITM 7Tl | (TM - T1)2
Typische Wete sind:

m,= 26459  Am, =0,1g T, =51,§C AT, =0,1°C
m,= 219,79  Am, =0,1g T, = 349C AT, =0,1°C
T, =224#C AT, =0,1°C

Damit ergibt sich:
W, =32,53g
(AW )mex=0,1g+0,14g +2,38g+ 1,769 + 4,13g ~ 8,5¢g
W, =(33+9)g=33g +26%

Bei der Berechnurg des grof¥en Fehlers nach der Fehlerfortpflanzung sollte man
den Einflusseines jeden Parameters diskutieren. Im obigen Beispiel sieht man,
dass die Fehler in der Temperaturmessung den gréf¥en Einfluss auf die
Genauigkeit der Wassrwertbestimmung hat.

4. Ausgleichsgeraden

Oft soll i n der Physik ein theoretisch begriindeter Zusammrmenhang zwischen zwel
Gréfen x undy im Experiment bestétigt werden. Nicht selten besteht zwischen
den Grofen x undy ein lineaer Zusammenhang, d.h.

y = a+bx (16)

Dabekanntlich jede Messung mit einem Fehler behaftet ist, werden deMesswerte
(X , v, bel einer graphischen Darstellung y; = f (x;) mehr oder weniger um eine
Gerade streuen. Gesucht ist digenige Gerade, die die fehlerbedingten Ab-
weichurgen bestmdglich ausgleicht. Diese kann im einfachsten Fall durch eine
visuelle Schétzung, d.h. das Zeichnen einer gedgneten Geraden mit einem Lined
gefunden werden. Objektiver lassen sich die Konstanten a und b der
Geradengleichung nach der Methode der kleinsten Fehlerquadate berechnen.
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Man urtersucht, fir welche Konstanten aund b ar Ausdruck:
Y(a+bx-y)?
ein (absolutes) Minimum einnimnt. Die Konstanten erfllen dann de Bedingung:

I viasbx-y)2=0, 2Y(a+bx-y)?-
SgL(@rbx-y)*=0, —-F(arbx-y)*=0 (17

Die Diff erentation liefert das Gleichungssy/stem:

an+bYx=Yy , ayx +bYx?=Yxy (18

mit der Losung:

a - LYLXZ FXYXy ) NYXy - FX}Y
nyx® - (Lx)? nyx®-(Lx)?

(19

Beachte: Fur eine Ausgleichsgerade, welche durch den Koordinatenursprung
verlaufen soll (a=0), d.h. y=b x lautet die entsprechende L 6sung:

b:ZXy

ZX 2 (20)

Das Verfahren der kleinsten Fehlerquadrate wird fast immer bei der Suche des
besten Fits angewendet. Die Geradengleichung ist (nach der Mittelwertbil dung)
der einfachste undgebrauchlichste Fall und daher auf fast jedem Taschenrechner
verflgbar.

Der haufig benutzte Regressonskoeffizient R? ist mit Vorsicht zu verwenden. Mit
ihmkann de Guteder Fitfunktion mehrerer unabhéngiger Mesgeihen miteinander
verglichen werden. Der Regressonskoeffizient von nu einer Mesgehe hat in
physikali scher Hinsicht keine direkte Aussagekraft.

In Féllen, in denen de Grofe Y(X) nicht linea von X abhéngt, kann dt der
gesuchte formale Zusammenhang durch gedgnete Transformationy(X,Y), x(X,Y)
in eine Geradengleichurgy = a+ bx kergefihrt werden, z.B.:

Y = AX®

Y = A exp(BX)

Y = AX +BX3
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y =1In(Y)
a=1In(A)

y =In(Y)
a=In(A)

y=YIX
a=A
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