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Versuch A 8: Tragheitsmoment und Steinerscher Satz

1.Literatur: Walcher, Praktikum der Physik
Bergmann-Schader, Lehrbuch der Physik, Bd.l
Gerthsen-Kneser-Vogel, Physik

Stichworte: Drehmoment, Richtmoment, Trégheitsmoment,
Hookesches Gesetz, Harmonischer Oszill ator,
Steinerscher Satz, Schwerpurktbestimmung.

2. Grundlagen
2.1 Tragheitsmoment

Einen réumlich ausgedehnten Korper beli ebiger Form, dessen Grofe und Gestalt
sich durch &uf¥ere Einwirkungen nicht andert, bezéchnet manin der Mechanik als
starren Korper. Einen starren K 6rper kannman sich aufgebaut denken auskleinen
Tellbereichen, sog. Massnelementen. Die Massnelemente kénren so klein
gewdhlt werden, dass man auf sie die fir Massenpurkte glltigen Gesetze
anwenden kann. Die fir den ausgedehnten, starren Kérper geltenden Gesetze
erhdlt man dann duch Summation (Integration) Uber das gesamte Volumen.

Ein starrer Korper kann Trandations- undoder Rotationsbewegungen erfahren.
Fir die Trandationsbewegung kann man sich de Masse des Kérpersin seinem
Schwerpurkt vereint denken. Die Translationsbewegung des Schwerpurktes
unterscheidet sich dann richt von der Bewegung eines purktformigen Korpers.
Um einem Massenpurkt eine gewisse Beschleunigung a zu erteilen, ist eine der
Mass m propationa e Kraft F erforderli ch:

E = ma @)
In analoger Weise bewirkt ein Drehmoment M um eine gewisse Drehachse die

Beschleunigung der Rotation eines garren Korpers um diese Achse. Ist @ die
Winkelbeschleunigung und| das g. Tragheitsmoment des Korpers, so gilt:

M =1

ISe

2

Man sieht, dassder Mass bei der Linearbewegung das Tragheitsmoment | bel der
Drehbewegung entspricht. Flr einen starren Korper hangt die Grofe | von der
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Gesamtmas<, der Geometrie des Korpers, sowie aich von der LageundRichtung
der betrachteten Drehadhse .

Das Trégheitsmoment | eines bli ebigen, starren Korperslésg sich folgendermalien
berechnen (siehe Abb. 1):

Abb.1:

L Adm Rotieren(_j_er,
starrer Korper
Y

Der Korper drehe sich um eine vorgegebene Achse unter der Wirkung eines
Drehmoments M mit der momentanen Winkelgeschwindigkeit @ . Es =i dm ein
Massenelement des Korpers im Abstand r senkrecht zur Drehachse. Fir das
Massenelement gelten dann de Gesetzefir die Bewegung eines Masenpurktes
auf einer Kreisbahn. U.a. ist seine Bahngeschwindigkeit v = @ % r , seine
Bahnbeschleunigung v =@ xr + o x 1 . Der die Winkelbeschleunigung o
bewirkende Anteil der Kraft auf das Massnelement ist df, = @ x r dm, das
entsprechende dementare DrehmomentdM =r xdF, =r x@ xrdm= o r2 dm.

Das Gesamtdrehmoment M ergibt sich aus der Summe dler elementaren
Drehmomente dM und ketrégt:

M = fdM = @frzdm bzw. M = @frzpdv ()

wobei die Integration sich Uber die Gesamtmassee M bzw. das Gesamtvolumen V
erstreckt (p = Dichte des Korpers). Der Vergleich mit Gl. (2) liefert:
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I = frzdm bzw. | = JrzpdV (4)

M \%

In Analogie aur kinetischen Energie bei einer Translationsbewegung: E,;, = ¥2mv?
lasg sich die kinetische Energie d@nes mit der Winkelgeschwindigkeit
kreisenden Massenel ements dm berechnen zu:

1 1

dE,. = =v2dm = = e?r?dm (5)

kin

N

Die gesamte kinetische Energie @nes rotierenden starren Korpersist dann:

1 1
Ekin = Emzfrzdm = EI(DZ (6)

2.2 Beispiele aur Berechnung von Tragheitsmomenten

Als Drehachse wird jeweils eine Symmetrieadise gewéhlt. Die betrachteten
Korper sollen eine homogene Massnverteilung, d.h. eine rdumlich konstante
Dichte p besitzen.

Hohlzylinder

Es seien R, der Innenradius, R, der Aulenradius und D die Léange des Zylinders
(in x-Richtung, s. Abb. 2. Fir das Massenelement gilt: dm=p dV =p dxr deg dr.
Aus Gleichung (4) folgt dann fir den Hohlzylinder:

R,

dx | r2prdr = —npD(R -R}) )

Ry

de

O%S’
o*~—— o

Die Gesamtmas< des Zylinders betragt: m=p V =7 p D (R2- R,%), so0 dass

| = %m(R22+R12) @)
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S Abb.2:
Hohlzylinder
|
|
I
Vollzylinder oder Kreisscheibe
Man setzt in GI.(8) R; =0 undR, =R underhdlt:
1 2
I = =mR
> ©)

Kugel

Wahlt man gem. Abb. 3 Kugelkoordinaten, dann ergibt sich fir das Massen-
element: dm = p dg sind dd r’dr; desseen Abstand a aur Drehacdhse betrégt r sing.
Damit ist

K

d@fdn3ed9fr4pdr - 87 RS (10)
O A 15

ot
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Die Gesamtmas< betragt: m = 4nR3p/3 und @mit das Trégheitsmoment:

2 o2
I = =mR
z (11)

Abb.3: Kugel

2.3 Steinerscher Satz

Im allgemeinen hangt das Trégheitsmoment | eines darren Korpers von cer Lage
der gewdhiten Drehachse @. Wenn jedoch das Tragheitsmoment |4 beziglich
einer Achse, die durch den Schwerpurkt geht, bekannt ist, so kann der Wert des
Tragheitsmoments |, bezigli ch einer beliebigen, dazu parall elen Achse mit Hilfe
des Steinerschen Satzes|eicht beredhnet werden. Wenn d dbr senkrechte Abstand
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zwischen der Drehachse A und cem Schwerpurkt Sist, dannist das Tragheits-
moments |, gegeben durch:

I, = Ig + md? (12

wobei m die Mase des Korpersist. Diese Bezehung wird mit Hilfe von Abb. 4
hergeleitet.

Abb.4:

Zur Herleitung
des Satzes von Steiner

Essel Sder Schwerpurkt des Korpers und gleichzatig Null purkt des gewéahlten
Koordinationsg/stems, A sei die Projektion der betrachtenden Rotationsachse A.
Ein Massenelement dm befinde sichim Abstand a air Achse A undim Abstandr
zur Achse S, die pardlel zu A durch S lauft. x undy sind Hilfsvariablen. Es
bestehen die Bezehungen & = y? + (d-x)? undr? = x? + y?, bzw. & = r? + d? - 2xd.
Das Trégheitsmoment beziglich A I&sg sich dann schreiben als:

Iy = Jazdm = Jrzdm + fdzdm - foddm (13
\ \ \ \

Die ersten zwei Glieder entspredhen |, bzw. m d. Definiti onsgemal? erhalten wir
[ x dm=0, daman den Schwerpurkt as Bezigspurkt gewahlt hat. Damit sind GI.
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(13) undGl. (12) identisch, womit der Steinersche Satz bewiesen ist.

2.4 Messnethode aur Bestimmung von Tragheitsmomenten

Da Winkelbeschleunigungen experimentell relativ schwierig zu bestimmen sind,
benutzt man zur Bestimmung von | meist Schwingungsverfahren, da sich die
Periodendauer einer Schwingung genauer ermitteln |&se. Man verwendet im
Experiment einen Drehtisch, der auseiner vertikal gelagerten Drehachse undeiner
Spirafeder besteht. Wird der Drehtisch um den Winkel ¢ aus siner Ruhelage
ausgelenkt, so bewirkt die Spiralfeder ein riicktreibendes Drehmoment M = - De.
D heifdt Richtgr6iZe oder im vorliegenden Falle Federrichtgrofie. Lésde man jetzt
den Drehtisch frei, so erfahrt dieser eine Winkelbeschleunigung & = d?e/dt? |
gemaR M =1 d’p/dt? (Gl.1). Diediff erentiell e Bewegungsgleichung | autet somit (s.
auch Versuch A4):

@ 17 0 (14

Diese Gleichung ist von derselben Form wie die Bewegungsgleichurg fir ein
Federpendel (harmonischer Oszill ator). Sie hat daher die Ldsung:

¢ = @ySin(2nvt +a) (15)

wobel ¢, die Amplitude und a der Phasenwinkel der (harmonischen) Bewegung
ist. Die Frequenz v der periodischen Bewegung ist gegeben durch:

v- L TD (16)

Ist die FederrichtgréRRe D bekannt, so folgt aus Gl. (16), dadie Periode T = 1/v,
der Wert des Tragheitsmoments | zu:

| - (zln]zD 17

Die Einheit des Tragheitsmomentsist 1 kg m?

In der Praxisist die Kenntnis von Trégheitsmomenten bei der Entwicklung aller

-A8.8-

Maschinen wichtig, in denen medianische Telle Rotationsbeschleunigungen
ausgesetzt sind, z.B. im Motorenbau. Die Anwendurg des Steinerschen Satzes
ermdglicht die Berechnurg von | auch fir komplizierte Bauteile, da man dese
stets in einfache Teilkdrper aufteilen kann, deren Trégheitsmomente dann
beziglich einer Symmetrieadse leicht berechenbar sind.

3. Aufgabenstellung

1. Aufgabe: Aus der Mesaung der Periodendauer von Drehschwingungen
sollen die Trégheitsmomente ener Kreisscheibe, eines Hohl-
zylinders, eines Vollzylinders und einer Kugel bestimmt
werden. Daau ist zunéchst die Richtgrofe D des verwendeten
Drehtisches zu bestimmen.

2. Aufgabe: Der Steinersche Satz soll fur eine Scheibe Uberprift werden.

4. Versuchsdurchfiihrung
4.1 Erste Aufgabe

Alserstesist die Federrichtgrofie D des Drehtisches zu bestimmen. Dazu wird am
oberen Ende der Drill achse und zwar rechtwinklig zu ihr, ein Stab befestigt. In
zwei verschiedenen zu messenden Absténden r von der Drehachse undin beiden
Drehrichtungen wird dann eine Kraft senkrecht zum Stab mit Hilfe aner
Federwaage ausgelibt. Die Auslenkungen sollen dabel = bzw. 2 n betragen. Die
Absténde r sind so zu wéhlen, dassbei entsprechender Auslenkung die Kraft so
groRwird, dassdie obere Halfte des Mesdereiches des Kraftmesserserreicht wird
(h6here Genauigkeit).

Die starren Korper, deren Tragheitsmomente bestimmt werden sollen, werden
gewogen undabgemesen. Die Ansatzstiicke, die aur Befestigung der Korper auf
der Achse benutzt werden, sind ebenfall s zu wiegen.

Die experimentelle Bestimmung der Tréagheitsmomente efolgt durch de
Periodenmesaung der Drehschwingungen der V ersuchskorper auf dem Drehtisch.
Dafur wird eine Ausgangsauslenkung gewahlt, die weder zu grof3 (im elastischen
Bereich der Feder), noch zu klein (wegen der Genauigkeit der Nulldurch-
gangsbestimmung) sein sollte. Die Zeit fir 10 Schwingungen wird gemessn, und
diese Mesaung 5 Mal fir jeden Korper wiederhalt, wobei der Korper jeweil s um
ca 360°/5 = 72° (Augenmal’ geniigt) auf der Drillachse versetzt wird. Die
Trégheitsmomente der Aufsatzstiicke sind zu klein, um mit dieser Methode
bestimmt werden zu kdnren, undsind daher aus der im Praktikum vorhandenen
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Tabelle au entnehmen.

4.2 Zweite Aufgabe

Zunadst wird das Trégheitsmoment der Kreisscheibe (mit mehreren Achsen-
|6chern) beziglich der Symmetrieadise wie in der ersten Aufgabe bestimmt.
Anschlielfendwird de Schwingungsdauer der Scheibe fir Drehachsen duch dle
vorhandenen exzentrischen Achsenlcher aus je 10 Schwingungen ermittelt. Jede
dieser Mesaungen ist doppelt durchzufiihren, wobei beim zweiten Mal die Scheibe
um r auf der Achse versetzt festgeschraubt wird (warum?).

In der Auswertung missen de Beitrédge der Locher zum Tragheitsmoment
berticksichtigt werden. Aus diesem Grund sollen sowohl der Durchmesser der
Locher als auch ihr Abstand zur Scheibenmitte mit der Schieblehre gemessen
werden.

5. Auswertung

Zur Bestimmung der Federrichtgrofe wird der Mittelwert aus den acht
Kombinationen von Kréften, Absténden undDrehrichtungen gebil det.

Fir jeden Teilversuch der ersten Aufgabe ist die Schwingungsdauer aus dem
Mittelwert von 10 Perioden zu bestimmen. Daraus ergibt sich das
Gesamttragheitsmoment von Korper, Aufsatzstiick und Drill achse gem. GI.(17).
Da | eine alditive Grof¥e ist, wird der gesuchte |-Wert des jeweiligen starren
Koérpers durch einfache Subtraktion der in der Tabelle ai findenden Werte fir die
Aufsatzstiicke berechnet.

Zur Auswertung der zweiten Aufgabe trage man de gemessenen Gesamttrégheits-
momente a's Funktion des Abstandsgquadrats auf. Es sllte sich dabei eine Gerade
ergeben, deren Steigung die Masse der Scheibe und deren Ordinatenabschnitt dem
Gesamttragheitsmoment beziglich der Schwerpurktachse entspricht. Es gilt
insgesamt:

I(d) = Ig + 1, + md?

wobe | das Trégheitsmoment der Scheibe (unter Berticksichtigung der Lécher)
und I, die Summe der Tréagheitsmomente der verschiedenen Zusétze
(Montagemateria - siehe Tabelle) sind. Dieses wird Uberpriift, indem man (bei
mdglichst groffem Maldstab der Zeichnurg) eine Ausgleichsgerade durch de
experimentell en Punkte legt, die Steigung und den Ordinatenabschnitt d ermittelt
und dese Wete mit den entsprechend berechneten Werten vergleicht.
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Fehlerdiskusson

Der Fehler in den Masenbestimmungen betrégt etwa + 0.1 g, der fur die
Zeitmesaungen + 0.5s. Der Fehler der Mesaungen mit dem Mal3band ketrégt + 0.5
mm, der mit der Schieblehre + 0.2 mm. Mit Hilfe des Fehlerfort-
pflanzungsgesetzes soll der Fehler fir die Trégheitsmomente ebgeschétzt werden.
Die eperimentell bestimmten Werte sind mit den berechneten Werten zu
vergleichen und de evtl. vorhandenen Abweichurngen zu diskutieren.

6. Fragen zur Selbstkontrolle
1)  Wasversteht man urter dem Begriff Drehmoment?

2)  Vergleiche Geschwindigkeit, Beschleunigung und kinetische Energie von
Linea- und Drehbewegung eines Masenpurktes.

3)  Wasversteht man urter Drehimpuls?

4)  Wie lautet die Differentialgleichung fur die Schwingung eines
harmonischen Oszill ators, wie ihre Losung?

5)  Worin besteht der Unterschied zwischen der Bewegurgsgleichurg eines
Schwerependels undeines Drehpendel s?

6)  Schwungréder dienen als Energiespeicher. Wasist die optimale Form eines
Rads flr ein gegebenes Gewicht?

7)  Welchen Einfluss hat die Luftreibung auf die |-Werte, die mit dem
Schwingungsverfahren gewonnen werden?

8) Warum ist eine Auslenkung von 2t bei der Bestimmung der
Federrichtgrofe D glnstig?

9) Wie sind de Koordinaten des Schwerpurkts eines darren Korpers
bezigli ch eines beli ebigen Koordinatensystems definiert?



