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Die Berechnung der Strémung von Luft und Wasser in Béden ist fiir viele Anwendun-
gen im Grundbau, Tunnclbau und der Umweltgeotechnik von grofier Bedeutung. Die
mceistens verwendeten empirischen Gleichungen zur Beschreibung von Strémungs-
vorgidngen sind lediglich intuitiv begriindet und weisen crhebliche Defizite auf. Im
Gegensatz dazu wurde am Fachgebiet Grundbau und Bodenmechanik der Univer-
sitdt Essen ein mechanisches Modell entwickelt, das auf rationaler Mechanik basiert
[7]. Dicser Artikel befaBit sich mit der numerischen Umsetzung und Verifizierung
eines Spezialfalls dieses mechanischen Modells. Dic numerische Umsetzung erfolgt
mit einer Gemischten Finite Elemente Formulierung unter Verwendung der Raviart-
Thomas Elemente. Die Effizienz des Verfahrens wird anhand von zwei synthetischen
Experimenten gezeigt.

1 Zweiphasenstromungsmodell

Ein mechanisches Modell auf der Basis rationaler Mechanik und der Theorie der
pordsen Medien, das am Beispiel der Bewegung von Luft und Wasser in cinem
deformicrbaren Korper (Boden) cine Zweiphasenstromung beschreibt, ist am Fach-
gebiet Grundbau und Bodenmechanik an der Universitit Essen entwickelt worden.
Die Herleitung dieses Modells an Hand von mechanischen Grundsétzen ist Thema
der Habilitationsschrift [7]. Das System Boden wird durch die drei Phasen: festes
Korngefiige, fliissiges Wasser und gasférmige Luft gebildet. Fiir die Beschreibung
von Stromungsvorgangen im deformierbaren Korngefiige, bei der alle vorhandenen
Phasen bilanziert werden, sind bei rdumlichen Systemen 12 Differentialgleichungen
erforderlich. Drei Gleichungen beschreiben die Erhaltung der Masse der jeweiligen
Phase. Die Gleichungen zur Impulserhaltung liefern drei vektorwertige Gleichungen,
dic noch konstitutive Bezichungen beinhalten.



1.1 Stromung im starren Korngefiige

Dic numecrische Umsetzung erfolgt zunéchst fiir den vercinfachten Fall einer Stromung
im starren Korngefiige [4]. Die Gleichungen zur Beschreibung des Festkorperverhal-
tens entfallen, und der Porcnanteil des Korngefiiges wird als konstant angesetzt.
Die beiden fluiden Phasen werden bilanziert, dabei wird das Wasser als inkom-
pressibel und dic Luft als kompressibel betrachtet. Phaseniibergéinge werden nicht
beriicksichtigt, und es findet kein Massenaustausch zwischen den Fluiden statt. Das
Gleichungssystem reduziert sich auf zwei Gleichungen zur Erhaltung der Masse und
zwei vektorwertige Gleichungen zur Impulserhaltung, mit denen sich auch dynami-
sche Strémungsprozesse beschreiben lassen.

Glcichungen der Massencrhaltung:

Orr - Np +divwg =0

— ogr -+ (n—np) - dgr + divwg =0

Gleichungen zur Erhaltung der Bewegungsgrofie:

1 N
RT - grad ogr + grad Fop(np) — gpr - b+ —Wp — n—QF “Wp
nr ng
+rep(ne) - wWe +rpg(ne, 0or) - Wa =0
RT - grad ogr — 0gr b + CWg — oS S— “Wg
n-—ng (n—mnr)-o0gr (n—np)?
+rer(np) - wp +ree(ne, 0cr) - Wa =0

Die Prozeflvariablen sind hierbei der Volumenanteil des Wassers ng, die Realdichte
der Luft oggr, die Massenstromdichte des Wassers wp und die Massenstromdichte
der Luft wg. Dic im Modell enthaltenen Systein- und Materialparameter wie die
Realdichte des Wassers gg g, der Volumecnanteil der Poren n und die Beschleunigung
des Systems b sind zu Beginn jedes Berechnungsprozesses festzulegen.

In beiden Bewegungsgleichungen ist ein Term mit dem Gradienten des realen Luft-
drucks enthalten, der den Druckausgleich zwischen den Fluiden regelt. Dazu wird
das bekannte Gesetz von Boyle-Mariotte mit der Proportionalititskonstanten RT
verwendet. Die Terme mit den Zeitablcitungen der Massenstromdichten bilden die
Massentragheitskrifte, die aus der Beschleunigung der Fluide entstchen, ab.

In dem vorgestellten Gleichungssystem sind noch cinige Funktioncen enthalten, die
das mechanische Verhalten der drei Phasen und deren Wechselwirkungen beschrei-
ben. Die Funktion Fp stellt eincn Ausdruck fiir die Kapillarkraft dar. Die Funktio-
nen rgr, raa, rre und rgp repriasentieren die Widerstinde, die der Boden auf die
strémenden Fluide und die Fluide aufeinander ausiiben.



1.2 Ausgangsgleichungen fiir die numerische Umsetzung

Fiir dic Entwicklung cinces Finite Elemente Programms wird das mechanische Mo-
dell so weit wie moglich vereinfacht. So werden sowohl die Massentrigheitskrifte, die
aus der Beschleunigung der Fluide infolge ihrer Relativbewcgung cntstchen, wie auch
dic Kraftwirkungen, die die Fluide gegenseitig auf einander ausiiben, vernachlissigt.
In den Bewegungsgleichungen entfallen daher dic Zeitableitungen sowic dic Wi-
derstinde rpg und rgp. Die Ergebnisse, die mit dem verbleibenden Gleichungssy-
stem berechnet werden, sind dadurch vergleichbar mit Ergebnissen der klassischen
Feldgleichungen. Das vereinfachte Gleichungssystem besitzt die Form:

OrRr - Np +divwp =0
— ocr-Np+ (n—np) - dcr + divwg —0
RT - grad ogr + grad Fep(np) — opr - b+ rpp(ng) - wp =0
RT - grad ogr — ogr b +rec(nrp, ogr) - We=0

Um die entwickelten Gleichungssysteme 16sen zu kénnen, entstand bereits wihrend
der Entwicklung des mecchanischen Modells eine enge Zusammenarbeit mit der Ar-
beitsgruppe von Herrn Prof. Dr. rer. nat. Gerhard Starke (Universitit Hannover, vor-
mals Universitit Essen, Fachbereich Mathematik) *. Fiir dic ersten Arbeitsschritte
wurden bewufit einfache Ansitze gewihlt, um die numerische Umsetzung des Mo-
dells zu erleichtern und es damit zuniichst verifizieren zu kénnen.

Fiir dic Parametrisierung der Kapillarititsfunktion wird in der Testphase cin ku-
bisches Polynom verwendet:

ng\3 ng\ 2 ng
For(np) = acrs - (7) + acpo (7 + acpr — + acro

Bei der Festlegung der Parameter acpo, copi, aops und aeps ist darauf zu achten,
daf} die Kapillaritatsfunktion im mafligebenden Bereich von 0 bis n monoton ansteigt.
Ein typische Verlauf fiir dic Kapillarititsfunktion mit den Bodenparametern nach
Tabelle 2 ist in der Abbildung 1 dargestellt.

Fiir die Widerstandsterme werden Exponentialfunktionen angesetzt:

R-n-np 1 ng np\ *Fs?
rep(ne) = - [— + apst - (1 — —) }
OFR ng Ln n
R-n-ng 1 np N\ 0Gs2
rae(nr, 0gr) = : : [1 - + agst ( ) }
OFR (n—np) n n

IFiir die gute Zusammenarbeit sei an dieser Stelle herzlich gedankt
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Abbildung 1: Kapillaritdtsfunktion Fep

Die Charakterisierung der beiden Fluide erfolgt durch dic Angabe ihre Viskositéten,
np fiir das Wasser und 7, fiir die Luft. Der durchstrémtc Boden wird als isotrop an-
gesehen, wodurch die Resistivitit R des Bodens mit einem skalaren Wert, dem Kehr-
wert der Permeabilitit, angegeben werden kann. Die Parameter apgy, apse. aasi
und aggo beschreiben die Durchlissigkeitscigenschaften des tcilgeséttigten Bodens
im Vergleich zum geséttigten Boden. Der steile, exponentielle Anstieg der Kurven
in den Grenzbereichen der Sattigungen ersetzt dabei die traditionellen Ansétze mit
Restséttigungen [2].

1.3 Numerische Erfordernisse fiir die Berechnung

Anfangs- und Randbedingungen

Die verbleibenden Gleichungen sind nun mit den altbekannten klassischen Glei-
chungen vergleichbar. Das Vorgehen bei der Losung, das der vorhandenen Litcratur
entnommen werden kann, ist wie folgt: Es werden die beiden Bewegungsgleichungen
zu den Massenfliissen hin umgeformt und in dic Gleichungen der Massenerhaltung
eingesetzt [3]. Als Prozefvariablen dienen bei diesem Verfahren zwei skalare Varia-
blen, traditionell zwei Driicke. Fiir das vorgestellte Gleichungssystem sind das hier
jedoch der Volumenanteil des Wassers np und die Realdichte der Luft ggg. Diese
sind bei der zeitabhingigen Problemstellung auf dem gesamten betrachteten Gebiet
als Anfangsbedingungen anzugeben.

Die Randbedingungen sind ebenfalls fiir beide strémenden Phasen vorzugeben. Dazu
kann der Rand jewecils in Teilbereiche aufgeteilt werden. Auf cinem Teil werden die
Werte der skalaren Prozefivariablen vorgegeben (= Dirichlet-Randbedingungen), auf
dem restlichen Teil ist dic Vorgabe der Normalkomponente des jeweiligen Massen-
flusses erforderlich (= Neumann-Randbedingungen). Die Teilbereiche fiir die beiden
Fluide konnen jeweils verschieden gewiihlt werden, jedoch muf fiir beide Variablen
der komplette Rand abgedeckt scin [2].



Regularisierung

Das Auftreten numerischer Stabilitatsprobleme in den Grenzbercichen der Séttigung
wird durch die Einfiihrung cines Faktors ¢ (GroBenordnung z.B. £ = 107%) zur Re-
gularisierung der Widerstandsterme vermicden.

. _ R-n-np 1 ng N\ &Fs2
rpp(nr) = : |l— +arsi- (1 - —
OFR np+e-(n—np) Ln n
R-n- 1 ags:
raa(nr, 0gr) = U/ [1 e + ags - (n—F) Csz}
0GR n—nrp+£e-ng n

Die regularisierten Widerstandsterme der Beispielrechnungen dieses Artikels sind in
der Abbildung 2 fiir dic Paramcter aus Tabelle 2 dargestellt.
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Abbildung 2: Regularisierte Widerstandsterme gegen Wasser 7pp und Luft roq

Subtraktion der Bewegungsgleichungen

Vor dem Aufstellen der Variationsformulierung wird die Bewegungsgleichung fiir die
Luft von der Bewegungsgleichung des Wassers subtrahicrt. Erst durch diese analyti-
sche Vorgehensweise ist fiir den gewdhlten gemischten Ansatz dic oben beschricbene
Vorgabe von Randbedingungen moglich. Der detailierte Nachweis fiir diese erforder-
liche Umformung findet sich in [4].



2 Diskretisierung mit der Gemischten Methode

Das vercinfachte Gleichungssystem des mechanischen Modells erfordert cine Diskre-
tisicrung der Zeit und des Ortes. Fiir die Zeit wird eine implizite Euler Diskreti-
sierung verwendet. Die Ortsdiskretisierung erfolgt mit Hilfe der Gemischten Finite
Element Methode unter Verwendung der Raviart-Thomas Elemente niedrigster Ord-
nung.

2.1 Zeitdiskretisierung

Die Zcitablcitungen werden durch eine zeitschrittweise Berechnung mit der Zeit-
schrittgrofle 7 ersetzt, wobei die aktuellen Prozefivariablen np und ggr zum ak-
tuellen Zeitpunkt aus den Werten nf und ¢%t, des vorangegangenen Zeitschritts
berechnet werden. Zusammen mit der Subtraktion der Bewegungsgleichungen crge-

ben sich die folgenden vier Gleichungen:

(np—n%”)‘QFR+T-divwF =0

(n —np) - ogr + (n—n%) - o4t + 7 - divwg =0

grad Fop(nrp) — (0rr — 0gr) * b+ rrr(nr) - Wr — reg{nr, ogr) - W =

RT - grad ocr — ocr - b + rac(nr, oar) - Wa =0

2.2 Ortsdiskretisierung

Bei vielen Stromungsproblemen bestcht cin gleiches oder hoheres Interesse an den
Fliissen als an den skalaren Variablen. Dic Massenstroindichten des Wassers und der
Luft werden daher als zusétzliche Prozefivariablen beibchalten. Bei der numerischen
Umsetzung wird direkt mit dem Gleichungssystem des letzten Abschnitts gearbei-
tet. Dadurch ist eine gleichzeitige Approximation aller vier Prozefivariablen mit der
gleichen Genauigkeitsordnung moglich. Die dazugehorige variationelle Formulierung
wird {iblicherweise als gemischte Formulierung des Problems bezeichnet.

Wahl der Ansatzfunktionen

Die Prozefivariablen kénnen nicht mit analytischen Methoden bestimmt werden,
daher wird die Lésung nur noch néherungsweise innerhalb bestimmter Funktionen,
den Ansatzfunktionen, gesucht. Gemifl der Forderung der Gemischten Methode sind
dazu sowohl Ansatzfunktionen fiir die Bestimmung der skalaren Groflen ¢ als auch
fiir die Approximation der Fliisse ¢ erforderlich, wie aus der Tabelle 1 ersichtlich ist.
Die Aufstellung der gemischten Variationsformulierung wird zunéchst allgemeingiiltig
crlautert, ohne detailiert auf dic verwendeten Finite Elementansétze einzugehen.
Bei der Gemischten Methode nach Raviart-Thomas [8], [1] werden die Randbedin-
gungen fiir die Massenfliisse in die Ansatzfunktionen eingebaut, d.h. die Ansatz-
funktionen fiir die Fliissc miissen die Randbedingungen auf den Neumann-Réndern
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exakte Losung Niaherungslsung Ansatzfunktion
ng iy = () frei wihlbar
0GR Jcr = f(v) frei wahlbar
Wi Wi = f(v) erfiillt Neumann-RB
Wa Wa = f(y) erfiillt Neumann-RB

Tabelle 1: Ansatzfunktionen

erfilllen. Die Ansatzfunktionen fiir die skalaren Gréflen konnen zunéchst frei gewahlt
werden. Die Dirichlet-Randbedingungen werden nach Umforinungen des resultieren-
den Gleichungssystems implizit iiber Randintegrale erfiillt.

Variationsformulierung

Da die Losung fiir die unbekannten ProzefBvariablen nur noch innerhalb der festge-
legten Ansatzfunktionen gesucht wird, kann das System der Differentialgleichungen
nicht mchr exakt crfiillt werden. Fiir die Aufstellung der Variationsformulierung, der
schwachen Formulierung, wird das Gleichungssystem mit geeigneten Testfunktionen
multipliziert. Geméafl der Methode der gewichteten Residuen [9] wird die gesuchte
Naherungslosung gefunden, indem die Gleichungsfehler beziiglich der Testfunktionen
im integralen Mittel iiber dem Gebiet zu Null werden. Das Verfahren nach Galerkin
stellt cinen Sonderfall der Methode der gewichteten Residuen dar. Bei diesem Ver-
fahren werden fiir die Testfunktionen dic Ansatzfunktionen der Ndherungsansitze
verwendet [9].

Die gemischte Variationsformulierung fiir das vorgestellte Modell lautet damit:

//(ﬁp—n%”)-QFR-cpjd:L‘dy—i—T-//divﬁ‘vp-gojdwdy =0
Q 0

//(n—ﬁp)-éGR-%dwdy—//(n—n“F”)‘Q‘élﬁ%‘s&jdwdy

o) Q
+T-//dz'vv'§fg-c,ojdwdy =0
Q
//deFCF(ﬁF) '”‘/’idxdy_//b‘(QFR_ ocr) - Widz dy

o o
+//7’FF(ﬁF) "X’F"sz‘d$dy_//7"GG(ﬁF:§GR) “WeYidrdy =0
o o

//RT-gmd@GR-widwdy—//b-@GR-zmdzdy
0 Q

+ // rac(fr, Oar) - Wa - ¥ dx dy =0
o
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Einbau der Randbedingungen

Probleme stellen in der gemischten Formulierung die Integrale dar, in denen die Gra-
dienten der skalaren Variablen auftreten. Durch Anwendung der partiellen Integra-
tion lassen sich diese Integrale aufspalten. In die dabei entstchenden Randintegrale
werden die Dirichlet-Randbedingungen eingebaut [4].

Linearisierung des Gleichungssystems

Auch nach dem Einbau der Randbedingungen bleiben Terme bestehen, in denen
mchrere der unbekannten Prozefivariablen in nichtlincarer Form enthalten sind. Um
diese Ausdriicke zu vereinfachen wird das Gleichungssystem mit Hilfe des Gauf}-
Newton Verfahrens linearisiert. Dabei werden im aktuellen Zeitschritt nur die Ande-
rungen der Prozefivariablen 0ng, dogr, 0Wr, 0Wqg zu den Werten des vorherigen Zeit-
schritts bzw. des Anfangswerts berechnet.

Es entsteht ein lineares Gleichungssystem der Formn:

A, A, A Ay ong f;
Ag Ay Ay Ay . 00GR f
Az A Az Ay oW B fs ’
Ay Ap Ay Ay oW £y

aus dem sich dic vier Prozefivariablen fiir cinen Zeitschritt in cinem Rechendurch-
gang bestimmen lassen.

3 Ansatz mit Gemischten Finiten Elementen

Wie bei jedem Finiten Element Ansatz wird das Berechnungsgebiet in eine endli-
che Anzahl einzelner Elemente unterteilt. Dadurch wird die Verwendung cinfacher
Ansatzfunktionen auf jedem Element moglich. Die Herleitungen im letzten Kapitel
haben deutlich gemacht, dafi dafiir zwei verschiedene Funktionen bendtigt werden,
eine Funktion ¢ zur Ermittlung der skalaren Grofien und eine Ansatzfunktione 9 zur
Approximation der Fliisse. Fiir unsere Berechnungen werden die Raviart-Thomas-
Dreicckselemente niedrigster Ordnung fiir die vektorwertigen Variablen verwendct.
Da die verschicdenen Variablen in den Bewegungsgleichungen zusammen auftreten,
muf} diese Beziehung auch bei der Wahl der Ansatzfunktionen beriicksichtigt werden.
Es 148t sich zcigen, daf} die skalaren Variablen mit einem elementweise konstantem
Ansatz ¢ = 1 auf jedem Element eindeutig bestimmt werden kénnen [1].

Das Programm zur Simulation von Zweiphasenstromungen wurde in einer eindimen-
sionalen und in einer zweidimensionalen Version entwickelt. Im Folgenden sollen die
zweidimensionalen Raviart-Thomas Elemente ndher vorgestellt werden. An diesen
188t sich der Ansatz der Flufivariablen deutlich erkennen.



Bei den Elemten niedrigster Ordnung, den R7p-Elementen, wird ein linearer Verlauf
des Flusses angesetzt. Die Ansatzfunktionen lauten in der allgemeinen Form [1]:

se=() )

Die Definition der Basisfunktionen erfolgt {iber den Fluf} in Richtung der nach aufien
gerichteten Einheitsnormalenvektoren n (s. Abbildung 3).

n;

ng <—

n;

Abbildung 3: Normalenvektoren am Einheitsdreieck

Die Normalkomponente des Flusses n-9 wird dabei als konstant entlang der Kanten
angesetzt. Der vektorwertige Fluf ist bei dieser Vorgabe durch drei Basisfunktionen
auf jedem Element eindeutig festgelegt. Fiir die Basisfunktionen gilt:

1 fallsi =
¥ile;) n; = YT v, j=1,2,3
0 fallsi# 7

e;: Bezeichung einer Kante
i,7: Zéhler fiir dic Kanten

Die drei Basisfunktionen der RTy-Elemente sind am Einheitsdreieck in Abbildung 4
dargestellt.
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Abbildung 4: Basisfunktionen am Einheitsdreieck

4 Numerische Rechenbeispiele

Zum Abschlufl werden zwei verschiedene Beispiele vorgestellt. Diese verifizieren das
in Kapitel 1 vorgestellte mechanische Modell und zcigen die Effektivitat der ge-
mischten Finite Element Methode. Die Bodenparameter des Modells miissen noch
niher bestimmt werden. In der Tabelle 2 sind die in den vorgestellten Rechen-
beispielen verwendeten Parameter zusammengestellt. Diese sind lediglich als eine
Arbeitshypothese aufzufassen.

Porenantcil n= 0,368
Resistivitit des Korngefiiges R = 1,1-10"  1/m?
Parameter des Widerstandsterms gegen Wasser | apgy = 3 570 000
Gpsy = 12
Parameter des Widerstandsterms gegen Luft Qagl = 72
agsy = 3,5
Parameter der Kapillaritdtsfunktion Qopy = —3000 N/m?
QcF2 = 7500 N/m?
Qop] — -13500 N/II]2
CeFg = 9000 N/m?

Tabclle 2: Parameter des starren Korngefiiges

Das crste Beispiel simuliert cinen Laborversuch. Die dafiir verwendcte cinfachere
eindimensionale Variante soll fiir eine spitere Parameteridentifizierung verwendet
werden. Das zweite Beispiel stammt aus dem Bereich des Tunnelbaus und verdeut-
licht die Entstchung cines zweidimensionalen Strémungsfeldes.

Fiir die programmtechnische Umsetzung wird das MATLAB5-Paket [6] mit der PDE
(Partial Differential Equations)-Toolbox [5] verwendet. Die Programmiersprache
MATLAB arbeitet matrixorientiert. Die vielen auf Matrizen abgestimmten Funk-
tionen wic z.B. dic Matrizenmultiplikation und Invertierung erleichtern die Handha-
bung linearer Gleichungssysteme. Fiir die zweidimensionale Programmvariantce wer-
den zusétzlich Teile der PDE-Toolbox verwendet. Deren Funktionen berechnen die
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Ausgangstriangulierung und Verfeinerungen des Strémungsgebiets. Die so erzeugten
Geoinctriedaten werden ebenfalls in Matrizen abgelegt. Die zur Verfligung gestcllte
Benutzeroberfliche wird nicht benutzt. Ein wesentlicher Programmierschritt, nchen
der Implementicrung der Gleichungen des mechanischen Modells, besteht in der
Kopplung der verwendeten Ansatzfunktionen mit den vom Programm erzeugten
Punkt-, Rand- und Dreiccksmatrizen, wobci auf dic Erfahrungen aus anderen For-
schungsarbciten der Arbeitsgruppe von Prof. Starke zuriickgegriffen werden konnte.

4.1 Kapillare Steighthe

Bei diesem Beispiel wird der kapillare Anstieg von Wasser in ciner 1 m hohen Bo-
densdule simuliert. Bei dem cindimensionalen Stromungsproblem ist die Angabe
von Randbedingungen am obercn und unteren Punkt der Strémungslinie crforder-
lich. Fiir das Beispiel werden ausschliellich Dirichletbedingungen fiir die Luft und
fiir das Wasser vorgegeben. Wahrend des Versuchs soll die Bodenséule 0,5 m tief in
Wasser cintauchen. Dies entspricht einer Realdichte der Luft von ggg = 1,31 kg/m?
am unteren Punkt. Mit der Bedingung np = n wird sichergestellt, daf§ der Bo-
den an dieser Stelle fiir alle Zeitpunkte vollstandig geséttigt ist. Der obere Rand
ist vollkommen trocken (np = 0) und es herrscht der atmosphérischer Luftdruck
(oar = 1,25kg/m?). Dic Randwerte entsprechen den Bedingungen zu Beginn der
Bercchnung. Zum Testen des Programms wird als Anfangsbedingung cine lincare
Verteilung der skalaren Prozefivariablen zwischen diesen Werten vorgegeben.

Fiir die Simulation wird eine Elementgréfle von h = 0,002 m gewahlt. Die Kur-
ven in der Abbildung 5 zeigen die Entwicklung der Sittigung, augedriickt {iber den
Volumenanteil des Wassers np, und der Realdichte der Luft gggr zu Beginn der
Bercchnung und nach 4, 6, 12, 22 Minuten sowic nach 6 Stunden. Die Massenstrom-
dichten fiir das Wasscr und dic Luft zu densclben Zeitpunkten sind in der Abbildung
6 dargestellt. Wie dic Kurven fiir dic Realdichte der Luft zeigen, hat die unrealisti-
sche Vorgabe der Anfangsbedingung kaum Einflu} auf die Berechnung. Bereits in
den ersten Rechenschritten stellt sich die erwartete Dichteverteilung cin. Oberhalb
des vorgegebenen Wasserspiegels von 0,5 m nimmt die Realdichte der Luft cinen
konstanten Wert an, der mit dem atmosphérischem Luftdruck korrespondiert. I
Bereich des Wassers erhiilt man eine lineare Verteilung, die dem hydrostatischem
Druck entspricht. Die Entwicklung der Sattigung hingegen ist zcitabhéingig. In un-
sercr Berechnung ist nach ciner Simulationszeit von 6 Stunden nur noch cin gerin-
ger Wasserflufl zu beobachten und die Kurve auf der linken Seite von Abbildung
5 zeigt eine typische Sattigungsverteilung: Bis zu dem vorgegebenen Wasserspicgel
von 0,5 m ist der Boden vollstdndig mit Wasser geséttigt, dariiber befindet sich eine
teilgesdttigte Zone, in der sich die Wassersattigung erhoht hat. Aus dicser Zone des
kapillaren Anstiegs 148t sich dic kapillare Steighthe ablesen. Im Bercich am obe-
ren Ende der Probe ist der Wassergehalt unveréindert geblichen ist. Die Abbildung
6 zcigt, wie das einstromende Wasser die Luft verdringt und wie die Bereiche, in
denen Bewegungen der beiden Fluide zu beobachten sind, mit der Anderung der
Sattigungsverteilung korrespondieren.
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Abbildung 6: wr und wg zu unterschiedlichen Zcitpunkten

4.2 Tunnelvortrieb unter Druckluft

Das zweite Rechenbeispiel simuliert das Prinzip eines Tunnclvortriebs unter Grund-
wasser mit Druckluftbetrieb (vgl. [3]). Ein Luftdruck innerhalb des Tunnels ver-
hindert dabei den Wassereintritt in den Tunnel. Fiir die Berechnungen wird ein
Stromungsgebiet von 5 m Lénge und einer Ticfc von 3 m betrachtet, wobei cine
Aussparrung von 1 Meter mal 1 Mecter an der linken unteren Ecke cinen Teil des
Tunnels représentiert. Der Boden ist zu Beginn vollstiandig geséttigt (np = n). Er
soll einen Wasseriiberstau von einem Meter crfahren, wobei der korrespondicrende
hydrostatische Druck wiederum iiber dic Vorgabe der Realdichte der Luft angegeben
wird. Diese steigt zu Beginn der Berechnung von einem Wert ggr = 1,37 kg/m? am

12



oberen Rand lincar bis zu dem Wert ggr = 1,74kg/m?® am unteren Rand an. Am
oberen horizontalen Rand werden dic Werte der Anfangsbedingungen als Dirichlet-
Randbedingungen wihrend der Berechnung beibehalten. An den iibrigen Randern
werden Neumann-Bedingungen vorgegeben. Um die Vorteile der gemischten Me-
thode an dicsem zweidimensionalen Beispiel verdeutlichen zu kénnen, wird fiir die
Bercchnung an der Ortsbrust des Tunnels cin konstanter Massenflufl der Luft senk-
recht zum Rand von n-wg = —0,01 kg/m?s als Randbedingung vorgegeben und
auf die traditionelle und technisch sinnvollere Vorgabe eines konstanten Luftdrucks
verzichtet. An den bisher nicht nidher beschrichenen Rindern wird cin Nullfluf} fiir
Wasser und Luft vorgeschricben.

Wie aus der Abbildung 7 ersichtlich ist, wurde das Beispiel mit einer sehr groben
Vernctzung gerechnet. Bereits mit dieser geringen Anzahl an Elementen ist cine qua-
litative Verifizierung des mechanischen Modells méglich, und es zeigt sich dic Effizi-
enz des nuinerischen Verfahrens. Im Gegensatz zu der normalerweise praktizierten
und erforderlichen feinen Triangulierung (vgl. [4]) sind hier jedoch dic cinzelnen lo-
kalen Massenfliisse aus dem Plot erkennbar.

Die Abbildung 7 zeigt die Ergebnisse fiir die vier Prozefivariablen nach 20, 100 und
200 Sekunden. Im Bercich vor der Ortsbrust wird durch die einstrémende Luft ein
Teil des Wasscrs aus den Poren des Bodens verdringt, dieses Wasser entweicht iiber
den oberen Rand. Im Bercich der Einstromung crhéht sich der Druck. Es ist aber
auch erkennbar, dafl die Luft das Wasser nicht vollstindig verdriangen kann, es bleibt
ein Restwassergehalt, der in dem gesamten cntwiisserten Bereich einen konstanten
Wert annimmt. Das sclbe Beispiel wird in [4] in ciner feineren Triangulierung aber
fiir die gleichen Zeitschritte dargestellt. Qualitativ sind die Ergebnisse gleichwertig.

5 Ausblick

In den beiden vorgestellten Beispielrechnungen wurden bereits mit den geschitz-
ten Parametern die vermuteten Ergcbnisse erzielt. Fiir den Sonderfall des starren
Korngefiiges konnen mit dem mechanischen Modell die beiden am Strémungspro-
zeB beteiligten Phasen Wasser und Luft bilanziert werden. Die Aufstellung ciner
gemischten Variationsformulierung und die Verwendung der Raviart-Thomas Ele-
mente erlauben die direkte Berechnung des Stromungsfeldes.

Die Bearbeitung konkreter Problemstellungen erfordert in den nichsten Schritten
zunichst einc Parameteridentifizierung, wobei die verwendeten und geschiitzten Pa-
raincter bereits cine gute Ausgangsbasis bilden. Die Vortceile des vorgestellten und
verifizierten Modells werden jedoch erst vollstandig zum Tragen kommen, wenn dic
grofleren Moglichkeiten des mechanischen Modells, die dieses im Vergleich zu den
Standardmodecllen bietet, in die numerische Implementierung miteinbezogen werden.
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Abbildung 7: Prozefivariablen fiir ¢ = 20, 100 und 200 Sekunden



